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APRESENTACAO

O componente de Histéria da Matemadtica se mostra imprescindi-
vel, quando examinamos um amplo espectro ou repertério de conhe-
cimentos, habilidades profissionais e saberes técnicos e cientificos
necessarios para a atividade do professor de Matematica. Por outro
lado, tal componente precisa ser examinado, de forma minuciosa e
precisa, na medida em que possa figurar ou desempenhar dois pa-
péis distintos, quando objetivamos a atividade profissional do profes-
sor de Matematica.

Um primeiro papel se consubstancia na medida em que o compo-
nente de Historia da Matematica se revela como um eixo estruturante
e fator essencial na funcdo de alimentar/estimular uma compreensdo
de natureza historica, de natureza epistemoldgica, e um viés evolu-
tivo do saber cientifico matematico. Ainda neste escopo, a Histéria
da Matemadtica proporciona uma visdo local e global sobre processos
matematicos evolutivos, problemas e determinados obstaculos epis-
temologicos inescapaveis. Esses, entretanto, colocaram a prova um
componente de genialidade e testaram a perspicdcia de inumeros
matematicos considerados de um passado remoto, bem como desa-
fiaram inumeros matematicos que contribuiram recentemente para
a evolucao de um ‘edificio matematico’, se, neste momento, parafra-
searmos o ponto de vista de Davis e Rersh (1990).

Um segundo papel do componente de Historia da Matematica, inseri-
do naturalmente em um contexto de formacao do professor de Matema-
tica, diz respeito ao processo de incorporacdo de certas concepcoes que
desconsideram um carater evolutivo dos objetos tedricos e dos conceitos
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cientificos da Matematica. Nesse contexto, podemos identificar um dis-
curso magistral ou uma retérica inquestionavel, todavia, destituida de
um interesse em comunicar os verdadeiros processos matematicos de
génese e de evolucio das ideias originais, de conceitos, e uma verdadeira
constituicao e formulacao de definicbes matematicas.

Assim, assinalamos algumas concepcoées equivocadas que costu-
mam ser encontradas no A&mbito de utilizacdo da Historia da Matema-
tica, por intermédio de um estilo académico questionavel que assume
um expediente de comunicar pequenas histérias, de registrar alguns
fatos isolados, nuances curiosas, e apontar elementos pitorescos
ocorridos na vida de matematicos, sem uma preocupac¢io necessaria
de resgatar sua repercussao até os dias atuais; sobretudo, desconsi-
derando o carater nao estatico e um itinerario evolutivo, irrefreavel
das ideias matematicas. Por outro lado, o papel desempenhado pelo
professor de Matematica requer considerar tanto um saber cientifico
necessario de referéncia como a adocdo de determinados pressupos-
tos capazes de indicar um itinerario, de determinar uma abordagem
ou uma transposicio didatica adequada desses saberes.

Isso posto, trazemos, na presente obra, um exemplo concreto de
utilizacdo e exploracdo do componente de Histéria da Matematica,
a partir de algo pouco considerado pelos autores de compéndios de
Histéria da Matematica: o conceito de sequéncia numérica recursiva
e sua correspondente evolucdo histdrica, seu carater matematico e
seu significado epistemoldgico. De modo especial, discutiremos a ge-
neralizacdo e a complexificacdo da sequéncia de Padovan ou de Coor-
donier intimamente relacionada com outra sequéncia numeérica, a de
Fibonacci, que costuma ser, aparentemente, o caso mais emblema-
tico de uma sequéncia numérica homogénea, recorrente e de 22 or-
dem, e que se tornou popular pela histéria de reproducao de coelhos
imortais.

De forma recorrente, a sequéncia de Fibonacci, atribuida pela
maioria dos autores de livros de Historia da Matematica ao antigo
matematico italiano Leonardo Pisano (1170 — 1270), é descrita pela
seguinte relacdo de recorréncia classica:



F,=F_ +F_,n22 (*)

Todavia, podemos identificar literatura cientifica pertinente, pois
tais relacdes numéricas derivadas de (*) ja sdo conhecidas hd muito
tempo e empregadas no comércio indiano. Depois de séculos, pode-
mos encontrar em literatura cientifica que a sequéncia de Fibonacci
pode ser generalizada. Assim, tem sentido matematico falarmos so-
bre sequéncias: tribonacci; tetranacci; pentanacci; hexanacci, etc.

Por outro lado, a de Padovan ou de Coordonier, além de ter inumeras
propriedades matematicas semelhantes a de Fibonacci, tem um cara-
ter surpreendente de generalizacdo semelhante, como o leitor podera
constatar nos capitulos subsequentes. Por fim, na presente obra, bus-
camos tanto imprimir um viés de utilizacdo da Historia da Matematica,
através de um caso particular, com a discussio do caso da sequéncia de
Padovan ou de Coordonier, como uma discussao sobre um cendrio de
formacao profissional inicial do professor de Matematica.

Indicaremos, por fim, um itinerario investigativo, que assume os
pressupostos da nocio de Engenharia Diddtica, com o escopo de or-
ganizar e tornar sistematico e reprodutivel um conjunto de situacoes
didaticas profissionais, envolvendo o ensino de conceitos derivados
da sequéncia de Padovan ou de Coordonier. A presente obra consti-
tui uma contribuicdo em um cendrio de divulgacao cientifica sobre
um estudo ampliado das sequéncias numeéricas recorrentes e, nesse
sentido, assinalamos um carater de cooperacéo cientifica envolvendo
Brasil e Portugal.






A UTILIZACAO DA
HISTORIA E DA DIDATICA
MATEMATICA NO ENSINO DE
MATEMATICA: ARGUMENTOS
E ORIENTACOES
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Sobre a Didatica da Matematica (Didactiques de Mathématique
— DM), os primeiros estudos foram desenvolvidos na Franca nas dé-
cadas de 1960,1970 e 1980 na fundacdo da Comissdo Internacional
de Instrucdo Matematica, relatando um forte interesse pelo trinémio
classico: professor-aluno-saber. No Brasil, recebendo o nome de Edu-
cacdo Matematica, relata-se que o principal elemento do trinémio,
ao realizar uma transposicio didatica, é o professor. De acordo com
Alves (2018), dois elementos merecem destaque na chegada dessa
diddtica ao Brasil: i) o movimento da pesquisa em relacdo ao ensino
de Ciéncia e Matematica; ii) campo efetivo de atuacao, onde o aluno
torna-se um sujeito analisado com bastante clareza pelo professor.

A definicdo sobre a DM é apresentada como:

A didatica da matematica ¢ uma das tendéncias da gran-
de drea de educacdo matematica, cujo objeto de estudo é
a elaboracdo de conceitos e teorias que sejam compati-
veis com a especificidade educacional do saber escolar
matematico, procurando manter fortes vinculos com a
formacao de conceitos matematicos, tanto em nivel ex-
perimental da pratica pedagoégica, como no territorio
tedrico da pesquisa académica (PAIS, 2011, p.11).

Embora o foco esteja no professor, ¢ bom enfatizar a importan-
cia do aluno, visto que também é colocado no centro do processo de
aprendizagem, cabendo ao docente guia-lo de forma correta para de-
terminadas situacoes-problema a serem resolvidas. Essa DM reuine
pesquisas investigativas em relacio ao surgimento de possiveis obs-
tdculos na construcio epistemoldgica de conceitos matematicos em
situacoes de ensino. Diante desse cendrio, realiza-se um estudo sobre
a evolucéao histérica e investigativa da Sequéncia de Padovan (SP), a
fim de transformé-la em um conteudo a ser ensinado.

Nesse sentido, aspectos epistemologicos, cognitivos e didaticos sdo
considerados como pressupostos desta pesquisa, organizada e escri-
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ta conforme a estrutura metodolégica da Engenharia Didatica Classi-
ca ou Engenharia Didatica (ED) de 1¢Geracao, de Artigue (1988), em
complementaridade a Teoria das Situacoes Didaticas (TSD) de Brou-
sseau (1976). Com isso, apresenta-se o percurso inicial tracado para
esta pesquisa, realizam-se andlises prévias fundamentadas na ED,
discutindo a problematica e a justificativa da pesquisa, e, finalmente,
apresentam-se a questdo norteadora e os respectivos objetivos.

Segundo as concepcdes de Almouloud e Silva (2012), as andlises
prévias desta pesquisa foram executadas baseadas na ED, organizan-
do-se esse processo em duas etapas: na primeira, fez-se uma revisao
bibliografica sobre a metodologia de pesquisa, a teoria de ensino e a
SP; e, na segunda, a abordagem didatica e cognitiva da SP foram des-
critas e relacionadas ao contexto de sua aplicacdo e desenvolvimento
da pesquisa.

Inicialmente, realizou-se a construcao do referencial teodrico refe-
rente a SP, ED e TSD, para serem estudados a posteriori, com o objetivo
de definir a problematica da pesquisa e assim tracar os seus objeti-
vos, sendo destacadas as dissertacdes de mestrado de Oliveira (2018)
e de Santos (2017). Esta ultima trabalhou o processo de generalizacdo
da Sequéncia de Fibonacci (SF) através da férmula de Binet e de sua
extensao para os numeros inteiros, e a primeira estudou o processo
de complexificacdo do modelo de Fibonacci. Em ambas as disserta-
coes, observa-se a existéncia da ED em associacdo com a TSD, desta-
cando-se ainda um momento para a analise matematica, através do
campo epistémico-matematico e, outro para a reflexdo das metodolo-
gias de pesquisa e ensino.

Antes de iniciar o conteudo matematico deste trabalho, construiu-
-se uma base sobre as sequéncias lineares e recorrentes sustentada
nos trabalhos de Ercolano (1979) e Zierler (1959). Com isso, foram
realizados aprofundamentos matematicos acerca do conteudo refe-
rente aos numeros de Padovan, para entdo se construir o processo
histérico-evolutivo com énfase na generalizacdo da SP, através dos
trabalhos de Voet e Schoonjans (2012), Spinadel e Buitrago (2009),
Padovan (2002) e Stewart (1996).

17



A partir desse processo histérico-evolutivo, foram estudados con-
teudos inerentes as matrizes geradoras, a férmula de Binet, a funcao
geradora e as relacoes matriciais, nos seguintes trabalhos: Cerda-Mo-
rales (2017); Ferreira (2015); Seenukul et al. (2015); Tas e Karaduman
(2014); Sokhuma (2013); e Yilmaz e Taskara (2013). Além desses, foi
possivel realizar estudos em Alves (2015; 2013), Hare, Prodinger e
Shallit (2014) e Alvese Neto (2011) que discutem a generalizacdo do mo-
delo de Fibonacci, visto que o processo de generalizacdo da SP néao foi
realizado até entdo. O estudo referente ao processo de complexificacio
foi baseado em Catarino (2018), Tasci (2018), Oliveira, Alves e Paiva
(2017), Familton (2015). Com este fundamento, buscou-se investigar e
dar continuidade aos trabalhos referenciados acima, para assim con-
seguir o processo de generalizacdo desta sequéncia.

Ainda em relacdo ao campo epistémico-matematico, foram explo-
radas a Sequéncia (Sl,Sz,---,S(Z_l))—Z—dovan (Generalizacio) através
de trabalhos de matematica pura, destacando Vieira, Vieira e Alves
(2019d), Cerda-Morales (2017), em que este retrata a sequéncia ma-
tricial de Padovan, ndo ocorrendo a generalizacao. E diante dessa la-
cuna, esta pesquisa pretenteu estudar o processo de generalizacio.

Além do mais, foram estudadas as relacoes /' -dimensionais e os
numeros quatérnios, fundamentados nos trabalhos de Vieira e Alves
(2019c), Catarino (2018), Tasci (2018), Oliveira, Alves e Paiva (2017),
Familton (2015).

Por fim, leituras relacionadas a ED e TSD foram realizadas para
que fosse possivel investigar as situacdes de ensino orientadas pela
vertente francesa da DM, destacando os seguintes autores: Brousseau
(2008; 2000; 1986; 1982; 1976); Artigue et al. (1995); Artigue (1988);
Almouloud e Silva (2012); Almouloud e Coutinho (2008); Almouloud
(2007); Alves (2016c¢); e Pais (2011).

Dessa forma, visando descrever o contexto didatico-cognitivo em
que a SP ¢ abordada, e definir o local de aplicacdo desta pesquisa,
analisou-se a matriz curricular do curso de Licenciatura em Matema-
tica do Instituto Federal de Educacio, Ciéncia e Tecnologia do Ceara
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(IFCE), campus Fortaleza, escolhido por oferecer formacao inicial para
professores de Matematica. Assim, fez-se uma avaliacio das ementas
das disciplinas do curso para selecionar a que melhor se ajustasse a
proposta desta pesquisa quanto a aplicacdo, definindo-se entdo a dis-
ciplina de Historia da Matematica (HM). Com isso, verificou-se que a
ementa desta disciplina é obrigatéria na matriz curricular e abrange
0S seguintes assuntos: o conceito de nimero e os sistemas de nume-
racdo; o processo histérico-evolutivo da Aritmética, Algebra e Geo-
metria; a biografia dos matematicos que contribuiram significativa-
mente para esse processo e a HM no Brasil.

Contudo, o estudo constatou que o conteudo de sequéncias linea-
res recursivas é trabalhado no capitulo que discute a HM, iniciando
com a SF (sequéncia de segunda ordem), inexistindo as sequéncias
de terceira ordem, mais especificamente a SP, que sera estudada nes-
ta pesquisa. Ademais, pode-se perceber que, além dos livros adota-
dos usualmente para compor os estudos acerca da disciplina (dispo-
nibilizados na biblioteca da instituicdo), nenhum deles apresenta a
SP, podendo ser encontrado na internet por meio de artigos, jornais
etc. Tal descricdo do contexto permitiu descrever a problematica e a
justificativa da pesquisa, que serdao abordados mais adiante.

Baseado em alguns livros de HM sugeridos para estudo na referida
disciplina do curso de Licenciatura em Matematica do IFCE, o estudo
apresenta alguns conceitos matematicos que aborda o conteudo de se-
quéncias lineares e recorrentes, estudando a SF. Esta sequéncia tem a
sua razao de convergéncia relacionada com o ntimero de ouro, sendo
este e o numero radiante as inicas solucées dos niumeros mérficos. Com
isso, buscaram-se estudos referentes a SP, em que esta apresenta a sua
razao de convergéncia relacionada ao numero radiante, além de ser uma
sequéncia linear e recorrente como ¢ o caso de Fibonacci, sendo assim
justificada a problematica desta pesquisa. Além disso, os numeros de
Padovan sdo considerados primos dos numeros de Fibonacci, sendo a
primeira uma sequéncia de terceira ordem e a ultima de segunda or-
dem. Segundo Alves (2016c), hiatos historicos sdo registrados no decor-
rer da disciplina, sendo caracterizados pelo fato de estarem presentes
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em determinados tracos histéricos, porém, ndo sendo encontrados re-
gistros explicativos do estagio atual de evolucdo, generalizacio e o pa-
pel assumido matematicamente. Durante a construcao desses conceitos
matematicos, alguns obstaculos podem ser gerados, sendo superados
através do processo-evolutivo da SP, que, no caso desta pesquisa, se en-
fatiza pela generalizacdo e complexificacdo da sequéncia.

De acordo com a revisdo bibliografica relatada anteriormente,
pode-se constatar uma investigacdo acerca dos elementos de ordem
epistemoldgica, cognitiva e didatica diante de uma perspectiva his-
torica da SP. Em relacdo ao campo epistemologico, é possivel com-
preender a existéncia de uma evolucdo dos numeros de Padovan,
sendo direcionados a generalizacoes e a insercao de unidades ima-
gindrias e varidveis. Em relacdo aos aspectos cognitivos, estes estdo
associados a aprendizagem dos conceitos matematicos, mobilizando
0 pensamento intuitivo do aluno, direcionando-o a obter um racioci-
nio inferencial durante a resolucdo da situacio-problema proposta
em todas as suas etapas da TSD (acdo, formulacio e validacio). No
aspecto didatico, destacou-se a transposicao didatica das definicoes
matemadticas. Ambos os aspectos foram considerados de acordo com
a proposta de uma experiéncia de ensino da SP no ensino superior na
disciplina de HM.

A SP, até entdo, ndo era discutida na disciplina de HM, durante a
licenciatura de Matematica. Apesar de ser uma sequéncia recorrente
e linear, esta ndo é vista na matriz curricular do curso, e nem existem
facilmente literaturas sobre este assunto, ficando a cargo do profes-
sor obter tal abordagem e aprofundar o assunto. Dessa forma, visan-
do transformar esse conteiudo em um topico a ser ensinado, pode-se
considerar que pesquisadores educadores matematicos estudam os
“fendmenos” inerentes ao ensino de Matematica através de teorias
de ensino relacionadas com a transposicao didatica (ALVES, 2016b).

Como este projeto é voltado para a formacao continuada dos pro-
fessores, e levando em consideracao este contexto, destacou-se a ED
em complementaridade com a TSD como meios para fundamentar a
investigacdo da sequéncia.
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Assim, a pesquisa foi norteada pela questdao: como desenvolver
uma ED em associacdo com a TSD por meio de um estudo sistematico
sobre o processo matematico de generalizacdo e complexificacdo da
SP, realizando situacoes didaticas que oportunizem a investigacio de
seus teoremas e suas propriedades, explorando ainda a sua repre-
sentacdo matricial e complexa numa perspectiva epistemoldgica, em
relacdo a sua origem e evolucio historica?

Realizou-se assim um estudo do processo de generalizacdo e com-
plexificacdo da SP, investigando-se o processo histérico e evolutivo
desses numeros, diante de uma analise pormenorizada dos respec-
tivos conteudos matematicos. A pesquisa pretendeu apresentar uma
abordagem didatica matematica aos professores de Matematica em
formacao inicial, fornecendo-lhes ferramentas necessdrias para que
haja uma melhoria nas praticas em sala de aula, mais especificamen-
te na disciplina de HM.

Para superar os obstaculos e alcancar o objetivo da pesquisa com
satisfacdo, seria necessdrio um modelo alternativo, apresentando
novas metodologias e praticas pedagdégicas, além das propostas de-
senvolvidas na DM como os “objetivos obstaculos” (ASTOLFI, 1994).
Logo, os objetivos gerais e especificos deste trabalho visavam elencar
os elementos de ordem epistemoldgica, cognitiva e didatica com base
nos pressupostos da ED. Com isso, apresentou-se o objetivo geral da
pesquisa como sendo: descrever elementos de um estudo sistemati-
co, com base na ED, em conjunto com a TSD das Situacoes Didaticas,
referentes aos modelos de generalizacdo e complexificacdo da SP,
promovendo a compreensao historico-evolutiva, identificacdo, des-
cricdo e exploracao de suas propriedades.

Dessa forma, foram assim tracados os objetivos especificos:

i) investigar os teoremas e propriedades inerentes a generalizacado
e complexificacdo de representacdes matriciais, formula de Binet,
funcdo geradora, sequéncia (“1’ 2seees (Z_l))-Z—dovan, relacoes bi,
tri e -dimensionais numeros quatérnios de Padovan;
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ii) explorar, através de situacoes de ensino, as representacdes ma-
triciais, a sequéncia (Sl,Sz) -Padovan, as relacées bidimensionais e
0s numeros quatérnios de Padovan; e

iii) aplicar o desenvolvimento histérico-evolutivo, ou seja, episte-
molégico-matematico, da SP caracteristico ao seu processo de gene-
ralizacdo e complexificacdo, através da proposicao de situacdes-pro-
blema em sala de aula.

Com isso, dois referenciais amplamente conhecidos como meto-
dologia de pesquisa e ensino em matematica, respectivamente ED e
TSD, foram discutidos e associados, neste trabalho, a SP. Foram evi-
denciadas, portanto, suas relacoes e implicacées durante a pratica
de ensino da integracao entre essas duas teorias. Foram mostrados,
além disso, o percurso metodoldgico e a aplicacdo das fases de ela-
boracdo de uma ED, sendo estas caracterizadas pela fundamentacao
tedrica, experimentacao e andlises ocorridas durante o processo de
implementacao.
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A ENGENHARIA DIDATICA E
A TEORIA DAS SITUACOES
DIDATICAS
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No inicio do século XIX, o matematico Henri Léon Lebesgue (1875
—1941) comecou a se preocupar com a formacao do professor e com
as condicoes de ensino entdo adotadas até aquele momento. Com
isso, a partir dos anos 1880 foram criados na Franca centros univer-
sitarios, visando melhorar o sistema de ensino, surgindo entdo a ED.

Esta metodologia foi criada para analisar as situagoes didaticas.
Vale lembrar que a ED “designa um conjunto de sequéncias de classes
concebidas, organizadas e articuladas no tempo, de maneira coeren-
te por um professor-engenheiro” (ARTIGUE et al., 1995, p. 62). Segun-
do Artigue (1988), a ED ¢ uma forma de trabalho didatico comparavel
ao trabalho do engenheiro que, para realizar um projeto, se apoia
em conhecimentos cientificos de seu dominio, aceita se submeter a
um controle de tipo cientifico, mas, ao mesmo tempo, € obrigado a
trabalhar objetos mais complexos que os objetos depurados daciéncia.
O professor tem o papel de um engenheiro, assim este devera criar
um planejamento, de acordo com cada situacao, para que os alunos
consigam compreender determinados contetidos matematicos.

Essa metodologia é dividida em quatro fases: andlises prelimina-
res; concepcao e analise a priori; experimentacio e analise a posteriori;
e validacdo. Permitindo ainda organizar uma pesquisa voltada para o
ensino de Matematica e estudando a relacdo entre a teoria e a pratica,
essa estrutura de ensino investiga as situacées da microengenharia e
macroengenharia.

Na época do surgimento da ED, Perrin-Glorian e Bellemain (2016)
observaram os riscos em relacdo as transformacdes voltadas para o
sistema de ensino ao se adotar esta metodologia, relatando ainda que
o sistema nao estava preparado para tal mudanca. Com isso, nos anos
1990, o papel do professor tornou-se um objeto de estudo.

A Engenharia Didatica Classica-EDC (1“geracdo) estuda e analisa
o comportamento do discente, tendo um interesse maior na modeli-
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zacdo das atividades dos alunos, em seu progresso de aprendizagem
e nos elementos classicos assegurados no tridngulo didatico (aluno-
-professor-conhecimento). Alves e Catarino (2017, p. 126) afirmam:

Engenharia Diddtica classica ou de 1geracao, compreen-
dida como uma metodologia que visa ao estudo dos fen6-
menos didaticos, que possam permitir os fendmenos em
sala de aula, bem como uma perspectiva de ED, visando
ao desenvolvimento de recursos de formacao que, se-
gundo a tradicao, tém recebido a denominacao de Enge-
nharia Didatica de Formacéao (EDF), de desenvolvimento
ou Engenharia de 2¢geracao.

De forma a complementar a ED em suas respectivas fases, tem-
-se entao a utilizacdo da TSD como teoria de ensino. Assim, a TSD
¢ um modelo tedrico, segundo o qual, considerando o ensino como
projeto e acdo social em que o aprendiz se apropria de um saber cons-
tituido ou em constituicio, a didatica da matematica se transforma
numa ciéncia das condicées de transmissao e apropriacdo dos conhe-
cimentos matematicos. Essa teoria ainda retrata que cada conheci-
mento pode ser determinado com base em uma certa situacao. Dessa
forma, essas situacoes permitem que o espaco de aplicacao (sala de
aula) seja organizado elencando os momentos de interacdes entre o
professor, aluno e saber.

Com isso, pode-se analisar a importancia de transformar o con-
teddo matematico para obter uma didatica com cunho mais inves-
tigativo. Para isso, uma das alternativas encontradas é abordar um
determinado contetdo com a metodologia de ED em associag¢do com
a TSD, no curso de formacéao inicial de professores. A seguir, serdao
discutidas as fases da ED e os aspectos epistemologicos, cognitivos e
didaticos, articulando-os com as etapas dessa metodologia abordada
na pesquisa.

A ED é uma metodologia de pesquisa, sendo indispensavel a apli-
cacdo de suas fases para fundamentar o processo de investigacido e
interpretacdo dos dados (ALVES, 2014). Logo, na primeira etapa, €
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onde realizam as andlises prévias, sendo elas, segundo Almouloud e
Coutinho (2008, p. 66):

[...] epistemologica dos conteudos visados pelo ensi-
no; do ensino usual e seus efeitos; das concepcoes dos
alunos, das dificuldades e dos obstaculos que marcam
sua evolucdo; das condicoes e fatores de que depende a
construcao diddatica efetiva; a consideracao dos objetivos
especificos da pesquisa; o estudo da transposicao dida-
tica do saber considerando o sistema educativo no qual
insere-se o trabalho.

Pode-se ainda definir como sendo a fase que “se estrutura em tor-
no de uma analise do funcionamento do sistema” (ARTIGUE et al.,
1995, p. 39). E importante determinar e selecionar os elementos que
permitem o comportamento dos estudantes. Durante este processo,
€ necessario que o professor promova a interacdo do aluno, a fim de
produzir conhecimento. Assim, o estudante comecara a ganhar maior
confianca e dominio em relacdo ao contetido visto em sala de aula.

O primeiro processo para iniciar a analise preliminar é identificar
os problemas de ensino e aprendizagem de acordo com o objeto de
estudo. Apods essa analise, sio selecionadas referéncias bibliograficas
para aprimorar os conhecimentos acerca do tema que sera investiga-
do e estudado.

Segundo Artigue (1988), esta fase deve ser analisada de acordo
com trés dimensdes: a epistemologia, sendo esta associada ao saber
em jogo; a cognicdo, relacionada com as caracteristicas dos discentes
que serao analisados; e a diddtica, relacionada com as caracteristicas
do sistema de ensino.

A dimensédo epistemoldgica analisa a origem do desenvolvimen-
to matematico, diferenciando-se o saber cientifico do que se preten-
de ensinar (ALVES; MARINHO, 2017). A dimensdo cognitiva faz uma
andalise das concepcoes preliminares antes de ser realizada uma apli-
cacdo da sequéncia didatica. J& a dimensao diddtica aborda os ele-
mentos interligados com os elementos da dimensao epistemoldgica.
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No contexto da epistemologia matematica, Bachelard (1996) afir-
ma que quando um conhecimento é formado pelo esforco cientifico,
esse pode sofrer um declinio, permitindo um bloqueio ao inverter a
atividade espiritual. Com isso ocorre a presenca do obstaculo episte-
mologico, o qual se insere quando o conhecimento nédo ¢ questionado.
Isso mostra que esses obstaculos exercem uma func¢do importante
em relacdo ao processo histérico e evolutivo do conhecimento, sendo
ignorados em relagdo ao saber ensinado. Além disso, quando se pre-
tende compreender tais obstaculos, é necessario que sejam levados
em consideracao dois processos distintos: descoberta de nocoes ma-
tematicas; e conceitos matematicos.

Oliveira (2018) enfatiza que antes de um contetido de Matematica
ser inserido em sala de aula, ele passa por uma investigacdo na drea
da Matematica Pura. Nesse contexto, € possivel apontar a existéncia
de obstaculos epistemoldgicos. Isso faz com que o discente tenha
uma maior aprendizagem sobre o conteudo, visto que ird entender a
parte historica desde o principio, ndo apenas através de formulas que
poderao serem utilizadas. Isso mostra ainda que o ensino e a aprendi-
zagem do aluno vao além das resolucdes dos problemas.

Vale ressaltar que quando uma sequéncia é adotada de uma ma-
neira generalizada epistemologicamente de acordo com o contetdo
matematico selecionado, deve ser demonstrada em lento processo de
avancos e retrocessos (PAIS, 2011, p. 49). Contudo, o plano pedagogi-
co deve ser bem elaborado, realizando um longo processo de investi-
gacdo em torno do conteudo matematico. Alves (2016a, p. 140 e 141)
define que no plano pedagdgico:

[...] vale a adverténcia do carater epistemoldgico que re-
side em imprimir ao raciocinio do estudante, o carater
monossémico e inferencial, caracteristico das teorias
formais. [...] Assim como os teoremas e as teorias fun-
dantes, que conferem seu carater de certeza, se mostram
entrelacadas com uma “teia epistémica” de concepcoes
e saberes que ndo sdo negligenciados pela Didatica da
Matematica.
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Existem dois elementos que devem ser destacados nesta fase:
estudo da organizacdo matematica; e andlise didatica do objeto
matematico escolhido. Para o primeiro elemento, é importante ob-
servar o surgimento da féormula matemadtica abordada, entendendo
a sua func¢do atual na matematica, os obstaculos epistemolégicos, en-
tre outros aspectos. Para o segundo elemento, é interessante notar-
mos a importancia da analise de livros de HM, tendo em vista como a
férmula é abordada, percebendo o papel da historia do contetido que
sera abordado (no caso desta pesquisa, destacou-se o estudo da SP);
obstaculos epistemolégicos identificados pelos autores; previsio das
possiveis concepcoes inadequadas dos alunos, entre outros pontos.

Por fim, conclui-se que, durante esta fase, o dominio do conteu-
do por parte do professor e a experiéncia com a docéncia devem ser
fundamentais para a elaboracao das situacOes-problema propostas
de acordo com o conteudo matematico a ser trabalhado durante a
pesquisa.

Durante a fase de Concepcio e Andlise a priori, sdo escolhidas as
variaveis didaticas: macrodidaticas ou globais; microdidaticas ou lo-
cais. A primeira refere-se a como a engenharia se organiza como um
todo; a segunda é relativa & organizacao apenas da fase da pesquisa.
Assim, relata Almouloud e Silva (2012, p. 26):

O pesquisador, orientado pelas andlises preliminares,
delimita certo numero de variaveis pertinentes ao siste-
ma sobre os quais o ensino pode atuar, chamadas de va-
riaveis de comando (microdidaticas ou macrodidaticas).

Havia trés pontos importantes que deveriam ser considerados
para a analise da pesquisa, a saber: descricdo das escolhas realizadas
no local e comparacio com a situacdo didatica escolhida; andlise da
importancia da situacdo proposta para o aluno; e suposicio dos com-
portamentos dos alunos, tentando demonstrar como esta fase permi-
tiria controla-los. Diante disso, o professor/pesquisador deveria pri-
meiramente ter conviccao das escolhas das varidveis locais, podendo
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modifica-las durante o processo e, assim, construir situacdes-proble-
ma para serem aplicadas aos alunos, e para que houvesse o alcance
do objetivo proposto.

Almouloud (2007, p. 176) destaca:

Aanadlise apriorié importantissima, poisde suaqualidade
depende o sucesso da situacdo-problema; além disso,
ela permite, ao professor, poder controlar a realizacao
das atividades dos alunos, e, também, identificar e
compreender os fatos observados. Assim, as conjecturas
que vao aparecer poderdo ser consideradas, e algumas
poderdo ser objeto de um debate cientifico.

As situacdes-problema sao analisadas de acordo com a matemati-
caeadidatica. Na matematica, em cada situacio, os métodos de reso-
lucdo devem ser analisados. Na didatica, devem ser analisadas as si-
tuacOes-problema propostas, se essas sdo pertinentes e consistentes
com o conteudo abordado e com os saberes visados e ja constituidos.
Diante disso, as varidveis devem ser verificadas para que nédo haja
construcao de conhecimentos incompativeis com os alunos.

Vieira e Alves (2020) afirmam que o docente que estd pesquisando
deve desenvolver uma série de situacdes para propor aos estudantes,
sendo essas do tipo de questées abertas e/ou fechadas, ressaltando o
campo conceitual que pretende-se explorar. Logo, esse processo rea-
liza o aperfeicoamento dos participantes em determinadas aptidoes,
evoluindo matematicamente e didaticamente em seu conhecimento.

A TSD surgiu no inicio da década de 60, durante a renovacao do
ensino de matematica, sendo definida por Brousseau (1986) como
um modelo teodrico, que considera o ensino como um projeto onde o
discente conquista um saber constituido ou em constituicao, havendo
ainda a transformacdo da DM numa ciéncia com apropriacio de co-
nhecimentos matematicos.

Esta teoria tem como um dos objetivos primordiais da DM a carac-
terizacado de um processo de aprendizagem por meio de uma série
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de situacoes reprodutiveis, denominadas de situacoes diddticas, que
estabelecem os fatores determinantes para a evolucdo do comporta-
mento dos alunos. Professores, alunos e meio (milieu') sdo indispen-
saveis para arelacdo de ensino e aprendizagem. As relacdes estabele-
cidas entre professor-aluno-saber podem ser representadas atraveés
do triAngulo didatico (ver Figura 1).

Figura 1 — Tridngulo didatico das relacoes entre professor-aluno-saber.

Fonte: Oliveira e Aratjo (2012, p.214)

Nos vértices do tridngulo existem as relacdes entre saber-profes-
sor, professor-aluno; e professor-saber. Vale salientar o papel do meio
(milieu) como principal elemento durante as interacées professor-
-aluno-saber, permitindo a evolugdo do conhecimento dos discentes.

Segundo Brousseau (2000, p. 11, traducdo nossa):

Trata-se de construir um modelo de situacées usadas
para introduzir ou ensinar nocdes matemadticas (e cri-
ticd-las), além de imaginar outras mais apropriadas. Ao
colocar os problemas desta maneira, é possivel analisa-
-los, de modo particular o seu calculo, juntamente com
os argumentos da organizacdo logico-matemadtica do
conhecimento, argumentos econdmicos e ergonémicos.

1 Termo em francés, com tradugdo para o portugués como sendo meio. Uti-
lizado para compreender o ambiente criado pelo professor.
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Mas também, é possivel considerar outras restricoes, em
particular, aquelas que podem aparecer como conclu-
soes de obras da psicologia ou sociologia, com a condicao
de tornd-los funcionais, ou seja, de especificar como eles
intervém efetivamente.

Esclarecendo a integracdo das dimensdes epistemologicas, cogni-
tivas e sociais na Educacado Matematica, este modelo permite com-
preender as interacoes sociais existentes entre os discentes e docen-
tes em sala de aula, e as condicoes de como o contetudo é aprendido.
Um dos seus objetivos em relacdo a DM € a criacdo de uma série de
situacdes didaticas, estabelecendo assim fatores para a evolucdo do
comportamento dos alunos.

Teixeira e Passos (2013, p. 158) complementam:

O objeto central de estudo nessa teoria ndo é o sujeito
cognitivo, mas a situacdo didatica, na qual sdo identifica-
das as interagdes entre professor, aluno e saber. Algum
erro cometido pelo aluno, nessa teoria, quando identifi-
cado, constitui-se como valiosa fonte de informacéao para
a elaboracao de boas questoes ou para novas situagoes
problemas que possam atender, mais claramente, os ob-
jetivos desejaveis.

As varidveis didaticas podem ser de dois tipos: situacdo diddatica e
adidatica. Em ambas as situacoes sao elaboradas em forma de jogo,
porém na primeira o aluno é motivado a participar do processo de
aprendizagem, desenvolvendo determinada autonomia. Na outra si-
tuacdo, o discente possui uma estratégia basica para adquirir o co-
nhecimento, de acordo com as regras do jogo. Na situacdo adiddtica, a
estratégia pedagogica ndo é revelada ao aluno.

Durante essas situacoes na TSD, o professor deve esclarecer os
elementos predominantes nas etapas diddticas de ensino, seja ela
de acdo, formulacdo, validacdo e institucionalizacdo (BROUSSEAU,
1986). Assim o autor define como situacio de acéao:
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A sequéncia de ‘situacdes de acdo’ constitui o processo
pelo qual o aluno elabora estratégias, ou seja, ‘ensina a si
mesmo’ um método de resolver seu problema. Essa su-
cessao de interagOes entre o aluno e o meio, constitui a
dialética da acdo. Usamos a palavra ‘dialética’ em vez da
palavra ‘interacdo’ porque, por um lado, o aluno é capaz
de antecipar os resultados de suas escolhas e, por outro
lado, suas estratégias sdo, de certa forma, proposicoes
validadas ou invalidadas pela experimentacdo em uma
espécie de didlogo com a situacdo (BROUSSEAU, 2002, p.
9, traducdo nossa).

Nesta etapa, o aluno busca seus conhecimentos prévios, visando
resolver a situacao-problema apresentada, envolvendo um raciocinio
de uma forma mais experimental do que tedrica.

Situacdo de formulacdo é o momento em que o estudante organiza
as ideias criadas na situacdo anterior, de modo a formular uma lingua-
gem mais formal. Segundo Vieira, Alves e Catarino (2019d, p. 268):

Pode-se resumir que durante esta situacao, os discentes
irdo transformar as ideias obtidas durante a situacdo da
acao, e transforma-las em uma linguagem mais adequa-
da, visando realizar conjecturas, teoremas e proprieda-
des do assunto matematico.

Durante este processo uma estratégia de resolucio é apresentada
pelo aluno, podendo ser escrita ou oral, destacando um conhecimen-
to mais teorico e formalizando a linguagem utilizada, uma vez que os
argumentos serdo validados posteriormente. Nesta fase, tem-se ain-
da a presenca do professor ou colega.

Situacdo de validacao, de acordo com Oliveira, Alves e Silva (2019,
p. 4):

Tem-se a validacdo, na qual as conjecturas elaboradas
sdo verificadas a fim refutd-las ou valida-las. Para isso,
o aluno passa a apresentar uma linguagem mais tedrica
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e formal, fazendo uso de propriedades e métodos de de-
monstracoes matematicas.

A etapa da validacdo é o momento em que os alunos irdo demons-
trar aos participantes sobre os argumentos utilizados para resolver
a situacdo-problema proposta, havendo ainda uma apropriacdo de
uma linguagem mais cientifica.

Situacdo de institucionalizacdo, ¢ o0 momento em que o docente
retoma ao papel da atividade, discutindo as ideias dos estudantes,
bem como os erros realizados durante as resolucoes das atividades.
Segundo Brousseau (1997, p. 235, traducdo nossa):

O objetivo dos diferentes tipos de situacées, cuja devolu-
cdo nds abordamos, € que o proprio aluno dé sentido as
pecas de conhecimento que ele manipula, combinando
esses diferentes componentes, dando sentido ao conhe-
cimento adquirido.

Por fim, na ultima etapa, ocorre a revelacdo da intencao do pro-
fessor aos estudantes, conferindo as resolucoes que foram até entao
demonstradas, visando conferir as respostas. Nota-se ainda a pre-
senca do professor neste periodo, revelando a intencdo da atividade
proposta e concluindo a aplicacdo das quatro fases das situacoes da
TSD. Durante as conferéncias das resolucoes, avalia-se a transferén-
cia do conhecimento e do saber cientifico, que sdo diferenciados pelo
fato de que o saber é o equilibrio alcancado entre o estudante e o lo-
cal da aplicacdo (MARGOLINAS, 2012). Contudo, a Figura 2 revela o
momento de devolugao e conhecimento como ndao sendo uma fase
trivial durante o momento do ensino. Logo, é necessario que o profes-
sor proponha aos estudantes algumas situacdes didaticas de ensino,
buscando os conhecimentos relacionados ao saber existente.
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Figura 2 — Saber e conhecimento.
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Fonte: Margolinas (2012, p.8).

Essas situacdes visam resgatar os conhecimentos prévios dos es-
tudantes de uma maneira nao visivel, ocorrendo uma tnica previsao
de uma intencao diddtica. Vale destacar que, em muitos casos, 0s es-
tudantes obtém as respostas das atividades de forma facil, apresen-
tando somente o conhecimento e, construindo ainda o saber. Durante
o processo de aprendizagem, € necessario que ocorra a interagio en-
tre a pessoa que aprende e a pessoa que ensina, com o uso de mate-
riais didaticos mais apropriados. Logo, ao apresentar um determina-
do problema aos estudantes, um dispositivo € acionado para auxiliar
na resolucdo, seguindo as regras estabelecidas e com o viés de alcan-
car a trajetoria correta do resultado. Assim, segundo Oliveira (2018,
p.), “a TSD serve de fundamentacdo para a concepcao e proposicao
das situacoes-problema, que irdo compor uma realizacdo didatica”.

Durante a fase da experimentacio, se propoe a aplicacio de situa-
coes-problema de acordo com os objetivos da pesquisa e, com base
na TSD, acontece a situacdo didatica proposta pela referida teoria.
Entretanto, deve haver um contrato didatico (BROUSSEAU, 1982) das
expectativas do docente em relacdo aos discentes, e deles em relacao
ao docente, incluindo ainda a relacdo do saber e a maneira como esse
saber é tratado por ambos.
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Almouloud e Coutinho (2008, p. 67-68) relatam que:

¢ o momento de se colocar em funcionamento todo o dis-
positivo construido, corrigindo-o se necessario, quan-
do as andlises locais do desenvolvimento experimental
identificam essa necessidade, o que implica em um re-
torno a analise a priori, em um processo de complemen-
tacdo. Ela é seguida de uma fase de andlise a posteriori
que se apoia no conjunto de dados recolhidos durante a
experimentacdo: observacoes realizadas sobre as ses-
soes de ensino e as produgoes dos alunos em sala de aula
ou fora dela. Esses dados sdo, as vezes, completados por
dados obtidos pela utilizacdo de metodologias externas:
questiondarios, entrevistas individuais ou em pequenos
grupos, realizadas em diversos momentos do ensino.

Esta etapa é caracterizada ainda por aplicar toda a estrutura ja or-
ganizada até entdo, observando as situacoes de aprendizagem e en-
volvendo os conceitos previstos na pesquisa diddtica, ndo seguindo a
dinadmica de uma aula tradicional ou comum (PAIS, 2011). Assim, de
acordo com Almouloud (2007), a organizacao da aula neste periodo
deve ser fundamentada na TSD e voltada para a coleta de dados dos
alunos, para que possa assim analisar o ensino e a aprendizagem.

Alves et al. (2019) relatam que, durante a experimentacao, o do-
cente devera colocar em pratica a sequéncia diddtica elaborada na
concepcao e andlise a priori, observando o momento da resolucdo das
atividades propostas pelos estudantes, para serem entdo analisadas
na proxima fase.

Pode-se tambhém relatar que “nesta coleta, foi possivel fazer uso
de varios instrumentais, tais como relatérios, registros fotograficos,
producoes dos alunos, entrevistas, dentre outros recursos, a fim de
formarmos o corpus da pesquisa” (SANTOS; ALVES, 2017). Logo, antes
de coletar os dados, os alunos voluntarios assinaram um Termo de
Consentimento Livre e Esclarecido para confirmar sua livre adesao
ao processo de pesquisa durante esta fase. Depois disso, os dados da
coleta foram registrados e anexados para conferéncia e analises.
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Dessa forma, realizou-se uma breve discussao referente a trans-
posicao didatica e ao contrato didatico, visando compreender os ele-
mentos epistemoldgicos, cognitivos e didaticos abordados na pesqui-
sa, diante da perspectiva da DM.

Introduzida por Verret (1975), a transposicdo didatica analisa a
transmissdo dos saberes, tornando-os acessiveis por meio de uma
simplificacdo e busca dos conhecimentos prévios dos participantes.
Com isso, tem-se que a necessidade de adaptar o conhecimento no
momento em que se pretende ensinar surgiu de forma unanime, uma
vez que existe uma dificuldade em transformar a teoria em pratica no
processo de ensino e aprendizagem, desenvolvendo assim o conceito
de transposicdo didatica.

Tal conceito foi criado para analisar o sistema didatico, sendo defi-
nido no apice da DM por Chevallard (1998, 1998, p. 39), tratando como:

Um contetdo do conhecimento, tendo sido designado
como saber a ensinar, sofre entdo um conjunto de trans-
formacoes adaptativas que vao torna-lo apto a tomar
lugar entre os objetos de ensino. O trabalho que, de um
objeto de saber a ensinar faz um objeto de ensino, é cha-
mado transposicao didatica.

Visando transformar o conhecimento e a experiéncia, necessita-se
que existam trés saberes: o sdbio, o a ensinar e o ensinado. Segun-
do Melzer (2015) o saber sdbio é desenvolvido a partir da pesquisa
académica, destinado a comunicacdo de processos e resultados da
pesquisa. O saber a ensinar tem uma linguagem mais acessivel e é
dotada de artificios pedagogicos.

Esta teoria visa analisar de forma epistemolégica os objetos dos
saberes, sendo eles paramatematicos e matematicos. Segundo Olivei-
ra (2018, p. 35), “este ultimo pode estudar também a si mesmo, e 0s
objetos protomatematicos, que apesar de nao terem oficialmente a
funcao de estudar objetos, possuem propriedades para resolver ques-
tdes matematicas”. Lopes (1999) estudou este conceito no Brasil, cha-
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mando-o de mediacio didatica e definindo-o como o meio de alterar
o conhecimento de um lugar para o outro, sem sofrer alteragoes.

Em relacdo ao contrato didatico, este é considerado como uma re-
lacdo em que determina a responsabilidade de cada professor e alu-
no, respeitando as suas respectivas regras estabelecidas durante o
funcionamento dos processos de ensino e aprendizagem. Pais (2002,
p. 78) afirma que o contrato didatico “é¢ uma nocdo apropriada para
compreender o fendmeno educacional, no plano mais especifico da
sala de aula, embora, na realidade do cotidiano escolar, acontecam fa-
tos ndo previsiveis, dificultando a realizacdo dos objetivos propostos”.

Vale salientar que nem sempre o contrato didatico é concretiza-
do, pois ha vezes em que o discente ndo se interessa pela resolucio
das situacoes-problema propostas pelo docente, havendo assim uma
ruptura do contrato. Portanto, na fase de experimentacio, sio coleta-
dos os dados dos discentes, para que, posteriormente, ocorra valida-
¢ao ou negacao na etapa final da ED.

De acordo com Almouloud e Silva (2012), na analise a posteriori os
dados coletados durante a experimentacio devem ser analisados, de-
vendo ser registrados através de procedimentos como: relato de ob-
servacoes e registros fotograficos das producdes escritas; e gravacoes
das entrevistas com os alunos.

Durante esta fase, comparam-se os resultados obtidos na experi-
mentacdo com o definido na andlise a priori, para que sejam valida-
das as hipdteses durante a investigacdo. A ED permite dois tipos de
validacao: externa e interna. A primeira envolve “uma descricao ge-
nérica da classe ou das condutas e tipos de produgdo majoritarias na
classe, estudo de sua evolucao e verificacdo de sua adequacao no que
concerne ao esperado dos estudantes” (LABORDE, 1997, p. 105). Na
segunda, Alves (2016c, p. 697) relata que existe:

[..] uma comparacido das producoes dos estudantes
antes ou ao longo da sequéncia, ou ainda apds experi-
mentacgdo em sala, o que pode ocorrer por meio de en-
trevistas individuais ou em grupo, bem como por meio
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de questionarios. E, também, por meio da comparacio
de producdes externas, envolvendo outros alunos nao
submetidos a mesma sequéncia estruturada de ensino.

Contudo, a pesquisa abordou uma quantidade pequena de alunos
(8 discentes) num curto periodo de aplicacdo (periodo do curso de
pés-graduacio Stricto Sensu). As producgdes ndo foram comparadas
com outras externas a pesquisa, realizando-se entdo a validacéo in-
terna. No capitulo seguinte o campo epistémico-matematico da pes-
quisa é feito, sendo apresentado aos discentes como forma de aula.
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SEQUENCIAS LINEARES
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Uma sequéncia linear recursiva é aquela em que um dado termo
é calculado por meio de uma combinacio linear de um ou mais ter-
mos anteriores, partindo da defini¢do dos seus termos iniciais. Dessa
forma, sequéncias diferentes podem ter a mesma féormula de recor-
réncia, porém uma mudanca nos termos iniciais causa uma alteracao
nos demais termos da sequéncia (ZIERLER, 1959).

Cada sequéncia possui um polinémio caracteristico, também cha-
mado de equacio caracteristica, associado & ordem da sequéncia.
Dessa forma, esse tipo de sequéncia pode ser de varias ordens. Aqui
estudou-se uma sequéncia de ordem 3, com coeficientes constantes,
cuja formula de recorréncia ¢ X, T7X, +px, +qx, =0 em que
u, , €ll eq#0, poiscasog=p=0o0ug=0e p=0,asequén-
cia passara a ser de primeira ou segunda ordem, respectivamente.
Para cada recorréncia linear de terceira ordem homogénea, com coe-
ficientes constantes, expressa como Y, T7%, +PX, tgx, = 0, sen-
do associada ao polindmio de terceiro grau, x>+’ + px+q=0, deno-
minada de polindmio ou equacéao caracteristica (SILVA, 2015).

A exemplo desse estudo relacionado as sequéncias lineares re-
cursivas, tem-se a sequéncia de Fibonacci, sendo de segunda or-
dem, apresentando a sua recorréncia como F,=F  +F ,,n22
e E = F2 =1. Dessa forma, tem-se os seus primeiros termos dados
por: 1,1,2,3,5,8,... O seu polindmio caracteristico é apresentado pela
equacdo x> ¥x 1 0, possuindo assim solucdes reais, sendo uma
delas conhecida como numero de ouro, cujo valor aproximado é 1,61

(OLIVEIRA, 2018).

Diante disso, percebe-se que é necessario conhecer os seus ter-
mos antecessores, porém alguns métodos matematicos sio utilizados
para obter esses elementos sem que haja essa necessidade, como, por
exemplo, através da sua forma matricial. Esse método consta de uma
matriz geradora em que suas linhas resultam em uma base para uma
transformacao linear. No seu processo de construcao, sdo entdo apre-
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sentados os termos da sequéncia, incluindo os operadores e algumas
propriedades (ERCOLANO, 1979).

Vieira, Alves e Catarino (2019c, p. 103) explicam que “toda matriz
geradora Q possui pelo menos duas propriedades, sendo elas: calcu-
lar o préximo termo, e guardar informacoes relativas aos ultimos ter-
mos da sequéncia”. Com isso, sdo utilizados dois operadores, denomi-
nados de principal e de deslocamento. O primeiro traduz a maneira
como a sequéncia é calculada: féormula de recorréncia. O segundo
mantém, exclui ou inclui novos termos da sequéncia na matriz.
Assim, utiliza-se como exemplo a seguinte matriz da SP (SOKHUMA,
2013; VIEIRA; ALVES; CATARINO, 2019c):

i

7} -1 -2
Para O=|1 0 1|, tem-se: Q" =] * * *
1 00 * * *

Nota-se que na primeira coluna existem os coeficientes lineares
dados pela férmula de recorréncia da sequéncia, denominada, por-
tanto, de operador principal. Na segunda coluna, esta o operador de
deslocamento, sendo que, com a realizacdo do produto da matriz Q"
por (), apenas o termo 453 é levado em consideracdo, visto que o
primeiro elemento é multiplicado pelo numeral neutro (0). Por fim, a
primeira linha da matriz apresenta os termos iniciais da sequéncia,
descritos na forma do mais atual para o mais antigo.

Visando generalizar este processo, considera-se entdo a sequéncia
§, com férmula de recorréncia dada por:

S =as ta,S ,taS +..+as,.

emque Sz, S3, S ,...,Sdo0o0s termos dasequénciae Nu 2 e
sdo os coeficientes da combinacéo linear, com &, € 0.
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A matriz geradora Q ¢é representada por Vieira; Alves e Catarino
(2019c) da seguinte forma:

em que &},...,&, sdo os coeficientes da recorréncia da sequéncia,
[1] a matriz de bloco dada pela matriz identidade, 0 o vetor linha, am-
bos os vetores de tamanho g—1, em que & representa a ordem da
sequéncia.

Diante disso, é possivel estabelecer a quantidade de Matrizes Ge-
radoras Q validas de uma sequéncia linear e recorrente. A sequéncia
deve estar disposta em alguma linha de Q", e, portanto, de ; manei-
ras. Na matriz (O o operador pode estar em qualquer coluna, e os
operadores de deslocamento também. Portanto a matriz  pode ser
permutada pelas linhas livremente, resultando em z!, em que - re-
presenta a ordem da sequéncia. Assim, é facil ver que, para a SP, que
¢ de ordem 3, existem 3!=6 matrizes geradoras O validas.

Essas matrizes sdao obtidas a partir da permutacdo das linhas de
uma matriz denominada como base; logo depois sio realizadas per-
mutacdes das colunas, utilizando a mesma técnica de permutacio
das linhas anteriores. Isso garante que os elementos obtidos apos o
produto de Q" serdo os mesmos, porém permutados segundo a mes-
ma regra.

Como prova desse argumento, considere uma matriz A de ordem
z e outra matriz B de mesma ordem, sendo 0s seus elementos repre-
sentados, respectivamente por d; ; e realizando o produto entre
elas, resultandzo na matriz C, sendo os seus elementos representa-

dos por: ¢, = Zai,kbk,j'
k=1
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Considerando ainda a permutacio das linhas e colunas v e w das
matrizes A e B, tem-se uma permutacio idéntica no resultado na
matriz C . Isso pode ser verificado ao se analisar o comportamento
da matriz resultante apds a permutacdo dos elementos, enumeran-
do-se nove casos, apresentados a seguir:

Z
1.Quando i, j # v, w, tem-se que: C; ; = Zai,kbk,j.
k=1

Z
.Quandoi, j = v, tem-se que: ¢, = .4, b, .
k=1

[\

w

Z
.Quando i, j = w, tem-se que: ¢, , = zav,kbk’v.
P

NN

4
.Quando i=v j=w,tem-se que: C,, = Zaw,kbk,v.
k=1

1

z
.Quando i =w, j =v., tem-se que: C,,, = Zav’kbk,w.
k=1

(@)}

z
.Quando i=v, j #v,w, tem-se que: C, ;= Zaw,kbk,j'
k=1

~J

Z
.Quando i=w, j #v,w, tem-se que: C, ; = Zav,kbk’j .
k=1

(o]

Z
.Quando j=v,i #v,w, tem-se que: C; , = z a.b, .
k=1

O

Zz
.Quando j=w,i#v,w, tem-se que: C;, = Za,-kbk,v .
k=1

Note que nenhum novo elemento ¢ adicionado & matriz resultante,
sendo esses apenas permutacoes do produto matricial AB.
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A SEQUENCIA DE
PADOVAN
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Visando 4 compreensio e ao entendimento adequado acerca do
processo de evolucdo e generalizacdo das ideias matematicas, algu-
mas podendo ser registradas por intermédio da percepcao de exem-
plos, pode-se observar este processo e realizar uma discussao em
torno dos numeros de Padovan. De acordo com Padovan (2002), a
natureza pode ser considerada como algo indescritivel e insonddavel
e, a ciéncia e a arte sdo como uma espécie de abstracoes que nos ten-
tamos compreender.

Conflito que durou de 1939 a 1945, a Segunda Guerra Mundial utili-
zou tecnologias até entdo nunca vistas, tais como metralhadoras, bom-
bas, granadas entre outras. Estas foram aperfeicoadas para destruir
milhares de vidas com um tnico golpe. Assim, muitas obras arquitet6-
nicas acabaram por ser destruidas ou danificadas naquela época.

Com énfase nesse processo histérico matematico desta sequéncia,
destaca-se o holandés Hans Van der Laan (1904 - 1991), que abando-
nou o curso de arquitetura na Technische Hogeschool de Delf, deci-
dindo consagrar a sua vida a Deus como monge beneditino. Buscou
ainda pesquisar as origens primitivas da arquitetura, estabelecendo
uma ligacdo entre a arte da construcao técnica com o espaco (PADO-
VAN, 1994). Diante disso, ele tomou como base a basilica crista pri-
mitiva de abadia utilizada para treinar os arquitetos durante o pro-
cesso de reconstrucao das igrejas que se deu apos a Segunda Guerra
Mundial (VOET; SCHOONJANS, 2012). Com isso, Laan e seu irmao
investigaram padroes para a arquitetura com base em experimentos,
utilizando pedras e, posteriormente, materiais de construcdo. Feito
isso, deram por descoberto um novo padrao de medida, em que a sua
construcio é dada através de um numero irracional, ideal para se
trabalhar em escala geométrica e objetos espaciais (retangulos, tra-
pézios, elipses etc.), denominando-o de niumero plastico. Porém, ele
foi estudado primeiramente por Gérard Cordonnier, chamando-o de
numero radiante, cuja aplicacdo ¢ mencionada na drea da musica, no
toque de acordes, na composicao de paredes, salas, entre outras.
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De inicio, Van Der Laan estava procurando uma possivel divisdo
de determinados segmentos, que se encontravam em uma pPropor-
cdo continua, estabelecendo um problema real que ele expressou em
uma de suas cartas repassadas ao arquiteto Richard Padovan (LLOR-
CA-BOFi; MADRIGAL, 2019). Dividiu, entao, um segmento em varias
partes, para que os comprimentos das partes resultantes (ou a unido
das partes adjacentes) se encaixassem perfeitamente em uma pro-
gressao geomeétrica decrescente (ver Figura 3). Para que esse requi-
sito fosse realizado, fez dois cortes e trés partes, obtendo a funcéo
f(x):x3 -x-1, possuindo apenas uma raiz real. Ao construir a pro-
gressao geométrica, os novos comprimentos foram obtidos aritmeti-
camente com comprimentos maiores.

Figura 3 — Divisdo dos segmentos para obtencdo do namero plastico.

Fonte: Llorca-Bofi e Madrigal (2019)

E assim, cada novo comprimento é dado pela diferenca entre o ter-
ceiro e o primeiro. Mas, surpreendentemente, € também a diferenca
entre o quinto e o quarto, enriquecendo assim os sistemas de medida.
Com bhase nessas consideracoes, confirma-se a equacao caracteristi-
ca que obtém como a sua unica solucdo real o numero plastico.

Segundo Spinadel e Buitrago (2009, p. 163), o arquiteto Hans Van
der Laan estudou sobre o numero plastico posteriormente, sendo,
portanto, a tinica solucao real da equacao ctibica caracteristica da SP.
Assim sendo, tem-se que as suas raizes sdo conhecidas como familia
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dos numeros plasticos. Uma maneira de demonstrar esse resultado,
é por meio da férmula de Cardano, onde, de acordo com a equacao

. 3 , , .
do tipo X" +px+q=0, com p,qe0l,é possivel obter a raiz real

x:i/_q-i- /‘L2+1i +i/_q_ /£+£3 Logo, para fins de resolucéo da
2 4 27 2 4 27

equacao cubica mencionada acima, tem-se p = g = —1 . Substituin-
do na férmula da raiz, tem-se:

N #—(—1) e e #—(—1) e ey
2 4 27 2 4 27

Assim, tem-se:

x’:i/l+ fl—i +i/1— /l—i =1,324717957244746025960908. ..
2 4 27 2 4 27

Tal grandeza constitui uma das solucdoes da equacdo cubi-
ca x> —x—1=0 e que representa uma das equacdes cubicas que
pertence a familia das trinémios descritos do tipo x" —x—1=0,
n=2,3...,k,emque k €ll . Voet e Schoonjans (2012, p. 255) comen-
tam que “seu numero plastico possui o vigor do seu proprio sistema
proporcional, sendo testado e usado por arquitetos e matematicos”.

Seja Pn a SP, v ~ 1,32 a constante plastica (SPINADEL; BUITRA-
GO, 2009), tem-se a seguinte propriedade:

Propriedade 1. O numero plastico pode ser representado através
da interacdo de infinitas raizes cubicas pela expressdo (FERREIRA,
2015):

1//:3/1+\3/1+\3/1+...

Demonstracdo. Realizando a operacdo algébrica, pode-se perceber
que:

1//={/1+\3/1+3/r... =y’ =l+y
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Como visto anteriormente, ¥ é um numero real que satisfaz a
equacdo cubica x* —x—1=0, sendo, portanto, um numero plas-
tico. A operacdo realizada ¢ possivel devido ao fato de a sequéncia
X, comrecorréncia x , =31+x, com X =1 ser convergente. Assim,
sendo a sequéncia monotona crescente (visto que X, <Xx,, ja quex, = 1
e x,=</1+1) e supondo X, | <x,, tem-se x =1+x,_ <l+x =x, e
limitada inferiormente (visto que x, <y e supondo X, <y, tem-se
analogamente que x ,, =1+x, <l1+y =), entdo ¢ convergente.

P
. N . 1 .
Doravante, seja €, uma nova sequéncia em que C, P —= Assim
, N . ~ . +
serd explorada a convergéncia da nova sequéncia ¢, =—-— om base

em Vieira, Alves e Catarino (2019c), em que: n
P P P P
CO:_1:1:17CI:_22121902:_3:2:2703:_4:_:1'
o Rl Bl B
P

Examinando a convergénciade ¢, =—,vVnell . Na Tabela 1, foram

realizados os célculos dos 20 primeiros termos de C, para n>0.

Tabela 1 - Valores de C,, .

n c, n ¢,

1 1 11 1,3125
2 2 12 1,3333...
3 1 13 1,3214
4 1,5 14 1,3243
5 1,333... 15 1,3265
6 1,25 16 1,3230
7 1,4 17 1,3255
8 1,28 18 1,324561
9 1,333 ... 19 1,3245033
10 1,6 20 1,325

Fonte: Elaborado pelos autores
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. . P
Com isso, pode-se perceber que limc, =~y ~1,32.
n—o0
n

Propriedade 2. A relacao entre o nimero plastico ¥/ e a nova se-
quéncia €, é dada por:

c, zz//:i/ﬁ+\3/ +3/ +...

Demonstragdo. Realizando a multiplicacdo de trés termos consecu-
tivos da nova sequéncia ¢ , tem-se:

_ Pn+3 Pn+2 Pn+l _ Pn+3
cn+20n+1cn - -
Pn+2 ])n+1 Pn Pn
l//3 — 1)n+3
F,
Pn+3
=3
"p
Comoiu c¢,~y e Mu R 4 ® 4. Assim:
n—o0
Com isso:
P P +P P
c, zl//Zi(/ ;)““’ :\/ n > " :\/1+ ;) =3 +y =1+1+1+...

Diante da Propriedade 1, validada que a X, é convergente, é facil
ver, atraves da Propriedade 2, que €, também é convergente.

A Figura 4 mostra uma aplicacdo do numero plastico em uma igre-
ja,onde as suas formas foram regidas pela propriedade deste namero.
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Figura 4 - Igreja construida baseada no nimero plastico.

Fonte: Marohnic e Strmecki (2012)

Segundo Spinadel e Buitrago (2009) e Ferreira (2015) é possivel
mostrar que o numero de ouro (relacionado a SF) e o numero plastico
sdo solucdes para os numeros morficos.

Definicdo 1. Um numero real p >1 é chamado de numero morfi-
co quando existem numeros naturais M e Il, com m,n €[] tais que:

{p+1=pm
p _1 — p—n
Se os valores de M e Nl forem substituidos por 2 e 1, tem-se:
p+l=p’ 2
1 =>p —-p -1=0
p—l=p

1+J§el—J§

2 2
de ouro. Se m e n forem substituidos por 3 e 4, obtém-se:

Onde as raizes sao , que é conhecido como numero

+1=p°
{i—l—i*‘:ﬁ_p—l:o

em que a solucao real desta equagdo ja foi explorada, conhecido como

numero pléstico ou radiante.
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A SP possui este nome atribuido ao arquiteto italiano Richard
Padovan nascido em Padua, [talia, em 1935 (STEWART, 1996; MAN-
GUEIRA et al., 2020). Vieira e Alves (2019a) relatam ainda que esta
sequéncia é considerada parente de uma das sequéncias mais co-
nhecidas, a SF, sendo também aritmética e de nimeros inteiros. O
matematico francés Gérard Cordonnier (1907 — 1977) desenvolveu
estudos acerca destes numeros, porém faleceu antes de realizar a pu-
blicacao de sua pesquisa, desenvolvendo o niumero radiante, também
conhecido como numero plastico. Assim, a sequéncia também é co-
nhecida como Sequéncia de Padovan.

Padovan estudou arquitetura na Architectural Association, Lon-
dres (1952-57). Até hoje, realiza uma combinacio entre a pratica
e 0 ensino durante os seus projetos de arquitetura, crendo em sua
vocacdo direcionada a arquitetura. Iniciou estudo sobre o arquiteto
holandés Dom Hans Van der Laan em 1974. Em 1999, publicou Pro-
portion: Science, Philosophy, Architecture. Seu altimo livro, Rumo a Uni-
versalidade: Le Corbusier, Mies e De Stijl (2002), contrasta os grandiosos
ideais filosoficos do modernismo europeu. Ha indicios ainda que esta
sequéncia também é conhecida como os nimeros de Van der Laan.

Em relacdo ao matematico francés Gérard Cordonnier, cuja ima-
gem é lembrada na Figura 5, nasceu em 7 de abril de 1907, em Bailleul
(Norte), e morreu subitamente em Lhez, nos Altos Pirineus, devido a
um acidente de estrada ocorrido em 12 de julho de 1977. Cordonnier
foi aluno da Ecole Polytechnique até o ano de 1928, formando-se em
bacharelado em ciéncias no mesmo ano. Estudou na Escola Nacional
de Engenharia Maritima até o ano de 1930, finalizando sua graduacao
no Instituto de Otica. Salienta-se que o seu trabalho referente ao nu-
mero radiante nao foi finalizado devido ao seu falecimento. Assim, os
seus familiares realizam buscas em seus arquivos, em gravacoes de
seus colegas referentes ao assunto para reconstruir e publicar o seu
estudo sobre esse numero e o numero de ouro. Cordonnier também ¢é
autor de pesquisas na area de eletronica e matematica aplicada, ten-
do registrado mais de vinte patentes de invencdes (VIEIRA; ALVES;
CATARINO, 2020a).
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Figura 5 — Gérard Cordonnier.

Fonte: International (2019)

Definicio 2. A SP ¢é definida pela seguinte relacdo de recorréncia
comnell:

n >3, onde Pn ¢ o l-ésimo termo da sequéncia e os primeiros
termos sao: ”u N 1.

Vale salientar que existe uma representacao geométrica da SP e
essa se da através da espiral de Padovan, conforme mostra a Figura
6, desenvolvida no Software Geogebra. Esta é composta pela justapo-
sicdo de tridngulos equilateros, respeitando uma regra de constru-
cdo caracteristica. Considere o tridngulo de lado 1 destacado em azul
como o tridngulo inicial. A formacao da espiral se d4 pela adicdo de
um novo tridngulo equilatero ao maior lado do poligono formado, ini-
cialmente o tridngulo azul. Apds a adicdo dos demais tridngulos, um
novo poligono é formado, conhecido como pentagono plastico. A espi-
ral se apresenta ao conectar com um arco duas extremidades do novo
triAngulo adicionado.
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Figura 6 — Espiral de Padovan 2D.

Fonte: Elaborado pelos autores

Uma réplica desta representacdo geométrica foi feita pelo estu-
dante Luis Cervera Pons e pelo professor Gabriel Segui de Vidal na
cidade de Minorca, localizada no leste da Espanha, e também no oes-
te da Sardenha, como mostra a Figura 7b. Uma outra representacao
deste espiral, elaborado no Software Wolfram em trés dimensoes (3D),
pode ser visualizado na Figura 7a, onde sio adicionados cubos e as-
sim tracadas retas de acordo com a diagonal externa a esta figura.

Figura 7 — Espirais de Padovan.

(a) Espiral de Padovan 3 D. (b) Escultura do Espiral de Padovan.

Fonte: Elaborado pelos autores Fonte: Bagur (2014)
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CAMPO EPISTEMICO-MATEMATICO:
A GENERALIZACAO E
COMPLEXIFICACAO DA SEQUENCIA
DE PADOVAN
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Os estudos sobre a SP iniciaram com trabalhos de Sokhuma (2013),
Seenukul et al. (2015), Cerda-Morales (2017), Yilmaz e Taskara (2013)
e Tas e Karaduman (2014), em que realizaram pesquisas em relacido
as matrizes de Padovan. Assim, iniciou-se o estudo sobre o processo
de generalizacdo e complexificacdo desta sequéncia.

A partir da soma de dois, trés ou quatro elementos anteriores, é
possivel estender os numeros de Padovan ao considerarmos uma
quantidade maior de termos para estimar o seguinte. Alves e Neto
(2011) e Alves (2015; 2013) discutem a generalizacdo do modelo de
Fibonacci para os nimeros inteiros, tornando-se relevante estabele-
cer conjecturas envolvendo o aumento da quantidade de termos an-
tecedentes, visando definir outras sequéncias lineares e recursivas
semelhantes, como é o caso da SP.

A SP é uma sequéncia linear e recorrente de terceira ordem, visto
que a sua férmula de recorréncia é dada por uma combinacio linear
de trés termos, sendo o primeiro coeficiente com valor igual a zero,
além de seu polindémio caracteristico ser de terceira ordem. Ao consi-
derar que o termo seguinte da sequéncia sera calculado como a soma
dos trés antecessores, aqui denominada de sequéncia de Tridovan,
sera, portanto, de quarta ordem. De maneira semelhante, tem-se o0s
numeros Tridovan (ordem 4), Tetradovan (ordem 5), Pentadovan (or-
dem 6), e Z-dovan (ordem z) que serdo estudados neste trabalho.

Representacao matricial de Padovan

Uma forma de obter qualquer elemento de uma sequéncia linear
e recursiva é através da Matriz Geradora Q. Esta técnica foi aplicada
para a SF, e, nesta secdo, a mesma ideia serd aplicada para os nume-
ros de Padovan (FALCON; PLAZA, 2007).

A SP possui uma matriz Q de ordem 3, que, quando elevada a n-é-
sima poténcia, da origem aos termos desta. A relacdo matricial foi
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representada por Sokhuma (2013) e Seenukul et al. (2015) apresen-
tando valores iniciais diferentes da definicao para esta sequéncia (
i; XI, 0, 1). Assim, visando prevalecer os valores iniciais de
acordo com a definicdo de Padovan, tem-se que a forma matricial é
expressa por:

Teorema 1. Para ;_| ,tem-s¢ " —|p . p p | Ppara
todo n..5. i P[,‘m P P

Demonstracdo. Utilizando o principio da inducdo finita, tem-se:

Para n =15 tem-se:

5

01 0 1 1 1 iy
Q°=|0 0 1| =1l 2 1|=|R P P
1 10 1 2 2 P P P
Assim, a igualdade ¢é valida.
Supondo que seja valido para qualquer ii= , <l ,tem-se:
. k .
u Upng
1 1 0 P, P P

Agora, verificando que seja valido para n =k +1, tem-se:

Py P P 010
0"'=0'0=|Ry P P |00 1
Py P P I 10
Ly Bs+By Bs| B B B
=|bhs hBuths B, |=|Bs B Bo
£, Bs+B, B.| B, B £y



Outras matrizes () de formas diferentes, porém com proprieda-
des semelhantes, foram obtidas (SEENUKUL et al., 2015; YILMAZ;
TASKARA, 2013; TAS; KARADUMAN, 2014), existindo, portanto, mais
cinco matrizes (Q de ordem 3, totalizando 6 matrizes validas de Pa-
dovan. Dessa forma, prevalecendo os valores iniciais da sequéncia,
tem-se que os seguintes teoremas:

0 01 Uiy
Teorema 2. Para Qo=|1 0 0|, tem-se Q"= P, P P |,
para todo n..5. 110 P, P P

Demonstragdo. Utilizando o principio da indugao finita, tem-se que para

n=2>5, obtém-se:

0017 [2 1 1] [P P P
o°=[1 0 0|=|111|=|R P P
1 10| [212]||P P P

Assim a igualdade é valida.
Supondo que seja valido para qualquer n =k, k €[] tem-se que:

k

0

0 1 Pk—Z Pk—4 k-3

Qk: 1 0 0= P F.s Bl

110 b Bs B
Verificando que seja valido para n =k +11, tem-se:

B, By B5||0 01

0“'=0'0'=|R, B, B,|{1 00

P, B, BL]l1 10
Pi+B. Py BL) [By By R,
=\hs+h, B, Bi|=|F, B, b
Es+bB, B, B B B, B



001 Pes Pou Py
Teorema 3. Para =1 0 1|, temseQ"=|p P P | para
todo n..5. 010 Pn—4 Pn,g Py,,z

Demonstrag¢do. Assim como foi demonstrado no Teorema 2, € possivel

chegar facilmente a demonstracao deste e dos demais teoremas explora-

dos abaixo.
O 1 1 Pn—z Pnfl P;.r3
Teorema 4. Para 0o=10 0 tem-se o'=\p. P, P/ para
todo n..5. 010 P, P P
0 1 0 P, P P
Teorema 5. Para , , tem-se para
t d Q_ 1 0 1 Q = Pn—l RVZ R1*3 4
odo 7..5. 10 o P, B, P,
Teorema 6. Para X ; tem-se w2 s B ara
; : 0=/0 0 1| 0'=\p, B, P, P
tO O n--S. 1 0 0_ Rz—S n-4 n-2

Definicao 3. De modo analogo & definicao da SP (Definicdo 2), po-
de-se obter a recorréncia para os termos negativos desta sequéncia,
com n>1 e nell,resultando em:

P,=P

—n+3

P

—n+l*

Com essa relacdo, ¢ possivel calcular os termos com indice intei-

ro ndo positivo da SP, conforme apresenta a Tabela 2 abaixo:

Tabela 2 — Termos da SP - indice inteiro ndo positivo.

Pyl P | PP P || P | P[P |R
2 -1 0 1 -1 1 0 0 1 0 1

Fonte: Elaborado pelos autores
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A matriz geradora da SP para os numeros com indice inteiro ndo
positivo, denominada de fi, é obtida através do calculo da matriz in-
versa de O, conjecturando o teorema abaixo, tomando como exem-
plo a matriz O do Teorema 5.

H A — _l . .
Teorema 7. Seja nell e N= Q , tem-se que a matriz abaixo re-
presenta a matriz geradora para a sequéncia negativa de Padovan.

Ofi=1
00 1 P, P, P,,
Parafi=1 0 O |, tem-sef"=|P ,+P, , P, ,+P, , P, . +P |,n=1l
O I -1 Rn% anf4 Rn75
Demonstragdo. Pelo principio da indugio finita, realiza-se:
Para n =1, tem-se:
0 0 1 P, P, P
=1 0 O0|=P,+P; P,+P, P,+P,
O 1 _1 P4 RS R6

Assim, a igualdade ¢é valida.

Supondo que seja valido para qualquer n = k,k €[] , obtém-se:

k

0 0 1 P, P, P,
=1 0 0| =P +P,, P ,+P, s P +P, |
0 1 -1 Py Py, P

Agora, verificando que seja valido para n = k +1 ,conclui-se:

ﬁk+1 — ﬁkﬁ
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P Py Py 0 0 1

=|\Py+P,, P, +P, s P, +P,,||1 0 O

L Rk—3 Rk—4 Rk—s 0 1 -1

i Rk—S P—k—4 Rk—Z - Rk—4
=\Py,+Ps Py s+P, Py +P, ,—P, s—P,

L P—k-4 P—k—S P—k—3 - P—k—S

i Py P, P,
=|P,+Ps P, s+P, P, +P ;|

I Pys Py

As outras matrizes geradoras Nl seguem a mesma regra de forma-
cao, totalizando seis matrizes validas de Padovan para indice inteiro
nao positivo da sequéncia.

Representacao matricial de Tridovan

Com base nos trabalhos de Vieira e Alves (2019d; 2019e¢), a se-
quéncia de Tridovan ¢ uma extensio da SP de quarta ordem, sen-
do do tipo recorrente e linear, descrita com os seguintes termos:
,0,1,1,2,2.4,5,8,11,17,...

Definicao 4. A sequéncia de Tridovan satisfaz a seguinte férmula
de recorréncia, para n €[] (VIEIRA; ALVES, 2019d; 2019e):

+ P,

3(n-4)>

P,

)

P,

3(n-2)

+ P,

3(n-3)

n..4,emque PW) representa o -ésimo termo da sequéncia e com
os termos iniciais By, =1, B, =0,F,, =B =1.
Existe uma abordagem matricial para Tridovan, de maneira seme-

lhante & SP, denominada de matriz geradora (J;, podendo também ser
gerada através da recorréncia (Definicdo 4).
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Teorema 8. Seja nel] e Q,(/,) o termo da matriz representado
por i alinha e acoluna, tem-se (), a matriz geradora Q3 de Tridovan
é dada por Vieira e Alves (2019d; 2019e¢):

o@D 0,(1,2) 0,(0,3) (1,4
o@D 022 0,23 &4
0,3) 0,32 063 0G4|
o4 0,(42) 0,(43) G449

Para g, = , tem-se ¢r =

—_ = = O

00
10
0 1
00

(= e

De forma a simplificar a visualizagdo dos termos da matriz ante-
rior, o calculo de cada um destes é apresentado em cada uma das li-
nhas a seguir:

0L =R, O(L2)=F, ) O(13) =R, O(LA)=F, 5,

Q2D =P, + B0+ Py G(2,2) =By, + Bsy+ By
0y(2,3) =R, 5+ Pay T Busyr G52, =B,y + Py + By

Q3 (3,1) = P}(n—l) + PS(n—Z) ' Q3 (3’2) = 133(,,,2) + Pz(n—z) ’ Q3 (3’3) = P3(n—3> + P3(n—4) ’
034 =h, 4+ B G(AD =Py (42 =L,y O(4.3)=P
0,(4,4)= P3(n-4) :

Demonstracdo. Utilizando o principio da inducao finita para provar
o teorema, realiza-se:

Para n =6, tem-se:

6

01 00 4 2 2 1
Sl1 o1 o0 |5 422
%=1 001|743 21
1 0 0 O 2 2 1 1
P3(6) P3(5) P3(4) P3(3)
| By +Pa By + By B+ B By + By,
P B B By

62



Assim, a igualdade ¢é valida.

Supondo que seja valido para qualquer» = &,k € , tem-se que:
k

0100 o,Lh  0,(1,2) 0,(1,3) (1.4

1010l o@D 022 023 024
G001 " 0,31 0,32 033 0G4
1 0 0 0 Q3(4,1) Q3(4,2) Q3(4,3) Q3(4,4) Sendo:

O,(LD) =Py, O;(L,2) =Py Os(L3) Py oy O(1L,4) =Py

Q2= Byt Byt Py G(2.2)= By + By + By
05(2,3) = B, +P3(k ot Bsyr (24 =By + Bs) t By

0,3, =Py + By

0;(3,2) =Py 5+ Py ©(3,3)= Py sy + P ayr 03,4 =Py + Py sy
Q4D =Fy.) 042 =F ), O;(43) =P, 044 =P -

Verificando que seja valido para n =k +1, tem-se:

k+1 Q3 Q3

oD 0,12 013 G4 |10 1 0 0
wi_ | G2 0i(2,2) Oi(2,3) Q241 0 1 0
&= G 0,32 0,63 o641 0 0 1
o4 0,(4.2) 0,43 O4H|1 0 0 0

o) 0:(1,2) &3 O(L4
_| 92D 0i(2,2) 0i(2.3) Oi(2.4)
03D 032 0iB.3) GG |
Oi(41) 0i(4.2) 0i(4.3) Oi(4.4)
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Tem-se que cada elemento dessa matriz ¢ dado por:
Qs' (L= PS(k—l) + P}(k ot PS(k 3 = 3(k+1) , Q3 (1,2)= P3(k), Q; 1,3)= P3(kfl>,
Qar (L,4)= P3(k72) ,

Qz(2 )= %(k nt P3(k 3) P%(/Ht) + 133(1#3) + P3(k—4) + P3(k—5) + P}(k—4) + F;(k—S) + P}(k—6)

= P3(k) + P}(k—l) + P}(k ~2)»
Q3 (2,2)= 3(A nt P3(A ot 3(k 3, Q3 (2,3)= 1)3(1(—2) +1)3(k—3) +})3(k—4) ,
Q3' (2, 4) = F;(ka) + P3(k st P3(k 5),

0:3,1)= Pioay t Busy Y Busy Y Bgay T By T Bus) = By + B n,
05(3,2) = By + By, ©3353)= By + By, 013,4) = Py + By,

Q3' (4, l) = F;(k—Z) ""P3(k 3 T Ps(k 4 = 3(k) Q3 (4,2)= ])3(k—1) s Q3,(4a 3)= P3(k—2) s
0i(4,4)= Py s

Como os termos da sequéncia de Tridovan sdo de ordem 4 (trés
elementos que compdem a formula de recorréncia, mais um elemen-
to com coeficiente igual a zero), pode-se verificar a quantidade de
matrizes geradoras Q viélidas, através da permutacao de suas linhas
e posteriormente das suas colunas, de acordo com as linhas que fo-
ram permutadas, resultando em P=41=24. Além dessa matriz estu-
dada, existem mais vinte e trés matrizes validas 4x4 (de ordem 4), to-
talizando vinte e quatro matrizes geradoras 0, de Tridovan. Cada uma
dessas matrizes ¢, e sua /' -ésima poténcia pode ser demonstrada de
maneira semelhante a apresentada anteriormente.

Baseado no mesmo principio utilizado para compor a férmula de
recorréncia da SP para indices inteiros ndo positivos, pode-se obter a
composicao da recorréncia da sequéncia de Tridovan.

Definicdo 5. Com n >0 e nell , tem-se a formula de recorréncia
da sequéncia de Tridovan:

-P, P,

3(-n+2) ~ L 3(-n+l)"

P, P,

3(-n) — L3(-n+4)

Assim, é possivel calcular os termos com indice inteiro nao positi-
vo de Tridovan, de acordo com a Tabela 3 abaixo:
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Tabela 3 — Termos da sequéncia de Tridovan - indice inteiro nao positivo.

PB(—IO) ])3(—9) ])3(—8) I)S(—7) ])3(—6) P,

3o | B P, By | B By

3(-4) | 73(-3) 3=

2 -2 0 1 0 -1 1 0 0 0 1

Fonte: Elaborada pelos autores

Com indice inteiro ndo positivo, a sequéncia de Tridovan, a forma
matricial desses nimeros é nomeada por ﬁ3 , obtida através do calcu-
lo da matriz inversa de (, (Teorema 8).

Teorema 9. Seja n €l e fi,(i, /) o termo da matriz f, representado
por i alinhae; acoluna, tem-se i, a matriz geradora para os termos
de Tridovan com indice inteiro nio positivo, onde i, =0, 1, tem-se
que:

Q3n3:]
000 I ALD 002 003 4
Para |1 0 0 0|, tem-se L |RQD AE2) AR AR
“Tlo 1 0 -1 "TlAGD AG2) AG3) ARG [
00 1 -1 (4D (4.2 A43) f4.4)

Simplificando a visualizacdo da matriz, os termos sao dispostos
em cada linha:

Ay (1,1) = }%(—n) , f,(1,2) = P3(—n—l) , n(L3)=A f,(1,4) = P3(7nf3) R

(=n-2),

ﬁ3 2= })3(—n—1) + 1)3(,”,2) t P3(—n—3) , n, (2,2)= P3(—n—2) + P3(—n—3) + P3(—n—4) )
M (2,3)= Ps(fnfs) + P3(7n74) + Fg(fnfs) , A,(2,4) = P3(—n—4) + P3(—n—5) + P3(—n—6) ,

RGN =Pt B, MG =P+,
ﬁ3 (393) = P3(*n—3) t P3(*n74) s ﬁ3 (3’ 4) = P3(—ﬂ—4) + P

3(-n-5) s
ﬁ3 (47 1) = P3 ﬁ3 (4a 2) = P3(_n_2) s ﬁ3 4,3)= [-;(7"73) , ﬁ3 (47 4) = P3(_n_4) .

(=n-1) ,
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Demonstracdo. A demonstracdo pode ser realizada utilizando o
principio da inducéo finita, conforme feito na demonstracao do Teo-
rema 7.

As demais matrizes geradoras f, utilizam a mesma regra de for-
macao, compondo 24 matrizes validas de Tridovan com indice inteiro
nao positivo da sequéncia.

Representacao matricial de Tetradovan

A sequéncia de Tetradovan é uma outra extensdo da SP, defini-
da por Vieira e Alves (2019d) como sendo uma sequéncia de quin-
ta ordem, descrevendo os seus dez primeiros elementos como:
1,0,1,1,2,3,4,7,10,16,...

Definicdo 6. A sequéncia de Tetradovan satisfaz a seguinte férmu-
la de recorréncia, com nell :

P =P, ,+PF

4(n) 4(n-2) 4(n-3)

+ P,

4(n—4)

+ P,

4(n=5)»

n..5,emque Rl(n) representa o /1 -ésimo termo da sequéncia e com
os valores iniciais Py =1, =0,F,, = P,5 =1, =2.
Qualquer termo da sequéncia de Tetradovan pode ser obtido atra-

vés do calculo da # -ésima poténcia de @, gerado a partir da matriz
geradora.

Teorema 10. Seja nell , e 0,(,/) o termo da matriz 0, represen-
tado por 7 alinha e a coluna, tem-se a matriz geradora de Tetrado-
van, 0, dada por (VIEIRA; ALVES, 2019d)

Para , tem-se

0,=

_ == = O
S O O o =
S O O = O
S O = O O
S = O O O
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o4 0,42 0,13 0,14 0,15)
0,21 0.(22) 0,23 0,24 0,(2.5)
o/=12.30 0,62 063 0G4 0,65
0,41 0,42 0,43 0,44 0,(4.5)
0.6 0,652 0,53 0,654 0,65

n..8 e onde cada termo da matriz anterior é dado por:

Q.4h=F, 0,02)=F,, 0.1.3)=F,, QML4)=F; O,L5=F,
0,20 =P,y + Py o)t Puysy t Paays Qu(2.2) =By, 5+ Fyy5)+ B +P4(n—5)’
0u(2.3)= Py + Py Py + Prys Qu24)= Py 4 Py sy Pryy + Py
0.(2,5)= Byt Py t Pary  Brus) QBN =Ly Byt B
0,3,.2)= })4(n—2) +I)4(n—3) 4(n-4) Q4 3,3)= Bl(n—?s) P "‘P4(n -5),
Q4(394)=])4(n—4) +])4(n 5T 4(11 6), 0,(3,5) = P4(n -5) P(n—6) +P 4(n-17)
0,(4)) :P4(n-1 +P4(n—z) 0,(4,2)= P4(n—2) 4(n-3), 0,(4,3)= P4(n 3) +P4(n 1),
044 = Fyyay T Bips), Qa(4.5) = P s+ B

0,(5.1) = Py(,1):0u(5,2) = By, 5, 04(5.3) = Py, 5, Q. (5,4) = Py, 4y, 0,(5,5) = Py .

Demonstragdo. Pode provar pelo principio da indugdo finita a corretude

do teorema, assim tem-se que:

Para n =&, tem-se:

01 000 10 7 4 3 2
10100 16 10 7 4 3
of=|1 001 0|=[14 9 6 4 2
10001 11 7 5 3 2
1 0000 7 4 3 2 1

o,an 0,42 0,03 0,44 0,05
0.(2,) 0,(2.2) 0.(2,3) Q24 0.(25)
=1 0,GD 0,32 0,33 0,34 0,35
0,4 0,(4.2) 0,43 0,44 0,45
0.6 0,652 9,63 064 965

Em que cada elemento é dado por:
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QL) =Py 0,(L2)=F; 0,(13)=P O,(L4)=PF; 0,(1,5)=F
0,(2,1) = Byay + By + Bsy + Fyay, 04(2,2) = By + Bysy + Byyy + By
0,(2,3)= Bs) + By + By + By, 05(2.8) = Py + By + By + Py,
04(2,5) = Bys) + By + By + Buoy, QB ) = By + Py + Bys),
0,3,2)= Py + Py + Py Qu3.3)= Py + Py + Py

0,3,4)= Py + Py + Py 93,5)= Py + By + By

0,41 =Py + P Q(4.2) =P+ Pys) 0,(43)=F5+ Py
0,(44) =Py + By 04(4.5)=F +Fyy)

0,5.) =P 0(5,2)=F) 0,(53) =Py A=y 0,55 =F)

Assim, a igualdade é valida.

Supondo que seja valido para qualquer »n =k, k ] , tem-se que:

k

01000 o,4n 0,02 0,33 0,04 0,015
o100 0,20 0,(2,2) 0,(2,3) 0,24 0,(2)5)
Oi=[1 0 0 1 0| =0,BD 0,32 0G3 0G4 0G5
10001 0,4 0,(42) 0,(43) 0,44 0,45
10000 Q.60 0,52 G653 0654 GG,

Em que cada elemento é descrito por:

0,(LD=P, O,L2) Py, O(L3)=P,, G0H=Fys 0,15 =P,
0,21 =Py + Py + Py T Py, Q22 = Py + By + Py + Py
0,(2,3)= By + Py + By Py, Qa2 = Py + Py + Fagy + Pagir) |
0,25 =By5y+ ooyt Pueny t Py, QB =Py + Py + Py
0,3,2)= Py + By + Py Qa3,3) = P + Py + B

0,(3,4) =Py + Py, +Bt(k—6), 0,3:3)= Fyy5)+ Byt Py

0,40 =k, +P4(H), 0,(4,2) =Py + Py Qi(4.3)= Py + Py
0,(4,4)= 4(k ot (k—S) 0, (4,5)= P4(k—5) +P4(k—6)

0.5 D=Py AG.2D=Pysy QGI=F 5 QGAH=PFyy 055=Pyy
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Agora, verificando que seja valido para n =k +1, tem-se:

o.4n 0,02 0,13 0,14 0,0L5)
0,21 0,(22) 0)(23) 0,(2,4) 04(2,5)
[1=0/0,=| 0,3 0,32 0,33 0G4 0,35
0,41 0,(42) 0,(43) 0,44 0,45
2.6 0,652 0,53 0654 0,55)

—_— = = O
S O O o =
S O o = O
(= =]
(= =R )

oL 0i(12) QL3 Q14 0i(L3)
0,2 022 0,23 024 025
=[0G 032 233 034 0GY) |
0,41 0,(42) 0i(43) Oi(44) 0,(45)
2.5.) 0,(5.2) 0i(5.3) Q54 5.9

Para fins de facilitar a visualizacao, tem-se que cada elemento des-
sa matriz é dado por:

Q4(1 )= 4(k+1) ,Q4(] 2)= 4(k),Q4(1 3)= PM |),Q4(1 4) = Bt(k 2) Q4(1 5)= 41k 3)2
Q4(2,1) *Pm 2) +P4(/< 3) +Bt(k 4 +Pm 5) +P4(k 3) +P4(/< 4) +P4(/< 5) +P4(k 6) +P4(k 4)

+Bx(A -5) +Bl(k n>+P4(A 7)+f)4(}. -5) +P4(k 6)+PA(A 7)+P4(A -8)
Bz(/{) +P4(A 1) +P4(A -2) +P4(A -3)»

00(2,2) =Py +Pyyay + Pz + P v, 0,(2,3)= Piay + Paisy + Poay + Bas, y
0,24 = By + Pogay + Bys) + Pas 6) 0,2,5)= 4(k 4 +RJ(I( N 6) +Rm 7

Q4(3 1) 4(A 2) +Bl(k 3) +Bx(/: —4) +P4</: 3) +R1(A —4) +Rt(/\ 5) +R‘(A —4) +R‘(k 5)

+P4(k 6) + R‘(k 5) + R‘(k 6) + P4(k 7)
- RI(A) + P4(/< 1) + [z(k 2)?

0i3:2) = Py + Py + Py 94(3,3) = Py + Py + Puasy QB4 = Py + Py + Piysy Qi3,5) = Py + P + Py
U —

Q4(4 D= Pa(/( -2) +P4(/. -3) +Rl(k 3t P4(k T P4(k T P4(k 5t Rl(k—i) +P4(A -6) — wa) +P4(k -1

Q4(4 2) 4(k 1) 41/ -2) Q4(4 3) A(A z) 4(A 3) ,Q4(4 4) A(A 3) 4(/( 4) 5 Q4(4 5)= R‘(k 4>+RW< 5)°

0i(5,1) =Py o)+ Pyysy + Py + Pris, =L, 0,(5.2) =P, s Q4(5a3):P4<H) 0i(5,4) =Py, », (5,5 =Py, 4,

O comportamento com indice inteiro ndo positivo da
sequéncia de Tetradovan ¢ definido a partir da recorréncia

Bl(n+5) = P4(n+3) + P4(n+2) + P4(n+l) + Bl(n), assim tem-se a definicdo abaixo.

Definicdo 7. A férmula de recorréncia de Tetradovan com indice
inteiro nao positivo,com n>0 e nell :
P =P -P -P -P

4(=n) — La(=n+5) T Lane3) T Lans2) T La(=nsy
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Alguns termos com indice inteiro ndo positivo de Tetradovan sdo

apresentados abaixo (Tabela 4).

Tabela 4 — Termos da sequéncia de Tetradovan - indice inteiro nao positivo.

P4(—10)

P

4(-9)

P

4(-8)

P

47

P

4(-6)

P

4(=5)

P

4(-4)

P,

4(=3)

P

4(=2)

P

4(-D

4(0)

0

1

0

0

-1

1

0

0

0

0

Fonte: Elaborado pelos autores

Os termos com indice inteiro ndo positivo da sequéncia de Tetra-
dovan podem ser obtidos a partir da matriz geradora chamada de N, .

Teorema 11. Seja n>1, nell e ﬁ4(i, ]) o termo da matriz ﬁ4 re-
presentado por ia linha e a coluna, tem-se N, a matriz geradora
para os termos de Tetradovan com indice inteiro nio positivo, calcu-
lada a partir da matriz inversa de Q4 (ver Teorema 10), tem-se que:

Para, fi, =

(A, (1,1)
f,(2,1)
i, (3,1)
i, (4,1)

7,(5,1)

S O O = O
S O = O O

i, (1,2)
i,(2,2)
n,(3,2)
f,(4,2)
n,(5,2)

S = O O O
S

A, (1,3)
f,(2,3)
n,(3,3)
A, (4,3)
f,(5,3)

n,(1,4)
n,(2,4)
fi,(3,4)
,(4,4)
n,(5,4)

fi,(1,5) |

fi,(2,5)
n,(3,5)
fi,(4,5)

A, (5,5) .

Para melhor visualizar a matriz, os termos sdo apresentados em

cada linha:
AL =P, ,ﬁ4(1,2) =Py ML) =Py A(L4)=F,
ﬁ4 (2,hH= P4(_n-1) + P4(—n—2) + P4(—n—3) + P4(—n—4) >
{22)=P ot Py t Py T By
0,2,3) =B+ Pty + Bicsy + By
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(=n=3) |

f,(1,5)=F,

(,”,4),




f,(2,4) =B,y + By
f,(2,5) = P sy + By T Pacnny + Bicacsy»

n,G3,1)= Pft(—n—l) + 1)4(4172) + P4(7n73)7 n,(3,2)= P4(711—2) + P4(7n—3) + })4(—7174)7
1,(3,3)=0, 5

f,(3,5)= Fycns) T Picuey Y Bicany»

I7]4 4,1)= Bl(—n—l) + 134(7)172)’ ﬁ4 (4’ 2) = P4(,n,2) + P4(7n7;

s T })él(fnf(\) + P4(7m7)’

+ Pyt By BGA =Py + P T P

ﬁ4 (4a3) = 121(7;173) + 1)4(7)174)’ ﬁ4 (4,4)= P4(-n-4) + })4(—11—5)7 ﬁ4 (4= 5) = P4(7n75) + P4(—n—6)’

ﬁ4(5’1) = P4(77171)’ ﬁ4(5>2) = })4(77172)’ ﬁ4 (53)= ])4(—}1—3)’ ﬁ4 4= P4(—n74)’ i, (5,5) =P,

(=n=5)"

Demonstracdo. A demonstracao pode ser realizada utilizando-se o
principio da inducéo finita, conforme feito na demonstracao do Teo-
rema 7.

Seguindo o principio matemadtico abordado para os termos da SP
e Tridovan, bem como a sua obtencao a partir da permutacao das li-
nhas, pode-se concluir que ao todo serdo 120 matrizes geradoras ¢
de Tetradovan véalidas (P5 =51=120) de ordem 5. A mesma quantidade
¢ vdlida para as matrizes com indice inteiro nao positivo da sequén-
cia. As demais matrizes podem ser obtidas através de transformacoes
lineares, de maneira semelhante como ocorre para os nimeros posi-
tivos da sequéncia.

De acordo com os teoremas e demonstracdes apresentados ante-
riormente, € possivel seguir o mesmo raciocinio e assim obter a gene-
ralizacdo da extensdo desta sequéncia.

Representacao matricial de Z-Dovan

Observando as matrizes das sequéncias anteriores, pode-se cons-
tatar que, para uma extensdo de ordem z, denominada neste presente
trabalho de Z-dovan, Z =z—1.

Definicdo 8. A sequéncia de Z-dovan satisfaz a seguinte formula
de recorréncia:
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z=2
PZ(11+2) = Z PZ(n+i) )
i=0

n z,nel ,emque P » representa o 1-ésimo da sequéncia.

Definicao 9. Por sua vez, a matriz geradora QZ de Z-dovan, com
n..2z—-2 e nell , éobtida por:

1

,tem-se
0

Para 0, = ﬁ

PZ(n) PZ(n—j+1) PZ(nfz+1)

Q; = Z})Z(n—i) szm—i—jH) ZPZ(IH'-Z“)'
. i=1

Onde 1 é o vetor coluna e 0 o vetor linha, onde ambos apresentam
tamanho z-1, [I] a matriz de bloco dada pela matriz identidade de or-
dem z -1 e z a ordem da sequéncia.

Sendo / alinhae j a coluna. Logo para i €{l,...,z} e je{l,....z},
tem-se que:

P

Z(n)

— | z=i+l z—i+1

Z Z(n-i) Z Z(n-i-j+1)

PZ(n—j+1)

Vale salientar que o tamanho da matriz esta relacionado com a or-
dem da sequéncia, sendo assim, observa-se que, para a matriz gera-
dora de Padovan, tem-se uma matriz 3x3; para Tridovan uma matriz
4x4; até a Z-dovan como sendo ZXZ .

A SP é um caso particular da sequéncia Z-dovan, tanto para os nu-
meros positivos quanto para os nimeros negativos, pois a sequéncia
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possui os seus termos iniciais definidos como Po = LP1 = O’P2 =1.
Assim, é possivel encontrar os termos da sequéncia estendida gene-
ralizada de Padovan sem recursividade.

As matrizes geradoras O validas da sequéncia generalizada de
Padovan serdo obtidas através da permutacado das linhas da matriz
geradora base, e posteriormente da permutacdo das colunas, utili-
zando a mesma regra de permutacdo das linhas. A definicdo abaixo
também é valida para os niumeros com indices inteiros nao positivos.

Definicdo 10. Sendo M =Z, e : a ordem da generalizagdo da se-
quéncia, a quantidade de matrizes geradoras Q validas para a se-
quéncia generalizada ¢ dada por:

Pm=m!

De acordo com o comportamento com indice inteiro nao positi-
vo das sequéncias anteriores, é possivel realizar a definicdo abaixo
como sendo a formula de recorréncia generalizada de Z-dovan com
indice inteiro néo positivo, obtida a partir da férmula de recorréncia
generalizada (ver Definicao 8).

Definicao 11. A formula de recorréncia generalizada de Padovan
com indice inteiro nio positivo,com n >0 e nell , é dada por:

z—1

PZ(—n) = PZ(—n+z+1) + Z PZ(—n+1)’

i=0

Com base na construcdo das matrizes geradoras validas das se-
quéncias anteriores, pode-se generalizar a matriz geradora de Z-do-
van, denominada de N, .

Definicdo 12. A matriz geradora de Z-dovan (Generalizagio), com
n.2z—2enell:

0 1
Para,tem-se =|[j o

D
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P, P,

Z(-n) Z(—n—j+1) PZ(—n—z+l)

ﬁ;: me'(shm) Zp(f——ﬂ) ZP(***“)‘

i=1 i=1 i=1

P

Z(-n-1) Z(=n—j) PZ(ﬂH)

P

Em que 0 representa o vetor linha de tamanho z—1, (-1) represen-
ta vetor coluna de tamanho z—2, e [I] a matriz de bloco dada pela
matriz identidade de tamanho z-1.

A formula de Binet e a funcao geradora de Padovan

Abraham de Moivre (1667-1764) conseguiu escrever uma férmula
a partir da qual é possivel determinar qualquer termo de uma sequén-
cia sem usar a recursividade. Porém, tal investigacdo matemadtica
homenageou Jacques Phillipe Marie Binet (1786-1856), que foi cha-
mada de Formula de Binet. Assim, para uma sequéncia recorrente, €
possivel encontrar ndo positivo termo desta sem necessitar conhecer
os anteriores, sabendo apenas da posicdo do termo na sequéncia.

Para que seja possivel encontrar tal férmula, é necessario conhe-
cer o polindmio caracteristico da sequéncia.

Teorema 12. Para os numeros de Padovan, o polindmio caracte-
ristico é dado por:

x—x—1=0 1.1

Demonstracdo. Com base no Teorema de Cayley-Hamilton, tem-se
que o polinémio caracteristico de Padovan € dado por (GOMES; OLI-
VEIRA, 2019):

p(A) =det(A — 0),

A 0 0 010
comAeloudel, /=0 A 0|eQ=[1 0 1]
0 0 4 1 00
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Assim:

A -1 0
p()=det||-1 4 -1||=A"-2-1.
-1 0 2

Entdo: p(1)=0,tem-se: 1°—~1—-1=0.Logo: x> —x—1=0.

As suas raizes sdo dadas por uma real e duas complexas, sendo
elas:

\/1 1 [23 \/1 1 [23
x1:3f+7 — 43— | —
276V3 \2 6\3

o, :[_1{51']3 1,12 +(—1¢ﬁi}1—1 /? ~—0,662359+0,56228i.

272 N2 6V3 | 2 2

A Unica raiz real encontrada a partir da equacdo x* —x—1=0, ¢
conhecida como ntimero plastico, em que representa a razao de con-
vergéncia entre os numeros vizinhos desta sequéncia (AARTS; FOK-
KINK; KRUIJTZER, 2001).

Teorema 13. A formula de Binet da SP, é dada por:

P, = A(x)" +B(x,)" +C(x,)",

emaque nell, X,X, e X; sdo as raizes do polindmio caracteristi-
co e os coeficientes sio:

A= (x, =1)(x; = 1) B= (x, = D(x; = 1) C= (x, —D(x, —1)

(= x,)(x, —x;) , (2, = x)(x, —x3) ’ (25 = x,)(xs _xz).

Demonstracdo. Sabe-se que a relacio de recorréncia da SP é conhe-
cidapor P,=P_,+P e f, =R =P =1 possuindo equacéo caracteristica
x*—x—1=0 com raizes X;,X,,X;. Com isso, £ =4(x)"+B8(x)"+C(x)"
. Para determinar os coeficientes 4, B, C da funcao, utilizam-se as
condicoes iniciais F,=F =P, =1 e, a partir dai, obtém-se o sistema:
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A+B+C =1
Ax, +Bx, +Cx; =1
Ax! +Bx; +Cx; =1

Resolvendo o sistema, tem-se que:

o 2—x2 + X%, —x, +1 _ (x, =D(x; -1 ,
X, = XX, = X%, X%, (X —X,)(x —X;)

B 2—x1 tox-xn+l Oy Dl -1) ,
Xy = XX, + X0, = X%, (0, —x)(x, —x3)

Co_THENG X 1 (=D, -1)

5 :
X3 X0 =X = XX (0 —x)( —X,)

Ressalta-se que a formula de Binet pode ser obtida por meio do
método de BenTaherRachidi, estudado nos trabalhos de Sa e Spreafi-
co (2020) e Taher e Rachidi (2016).

A funcdo geradora permite a resolucao de recorréncias lineares
com coeficientes constantes (KOSHY, 2001; SOYKAN, 2020). Tal pro-
cedimento demonstrou como encontrar os numeros de Fibonacci,
sem ser necessario calcular todos os numeros que o precedem.

Teorema 14. A funcio geradora da SP para os termos positivos
(FERREIRA, 2015):

F,y=A(x)" +B(x,)" +C(x;)",

emque nell, X;,X, e X; sdo as raizes da equacdo caracteristica,
e os coeficientes da func¢ao sao:

(x, =1)(x; —1) B= (x, = 1(x; - 1) C= (x, = D(x, =1)

(2, = x,)(x, — x3) ’ (2, =x,)(x, — x3) ’ (25 —x)(x; _xz).
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Demonstracdo. Sabe-se que a relacdo de recorréncia da SP é conhe-
cidapor P=P_,+P_, e P=P=P,=1, possuindo equagao caracteristi-
ca x’ —x—1=0 comraizes x,,x,,x;. Comisso, £, = 4(x)" +B(x,)" + C(x;)"
. Para determinar os coeficientes A, B, C utilizam-se as condicoes
iniciais £, =F =P, =1, e a partir dai, obtém-se o sistema:

A+B+C =1
Ax, +Bx, +Cx; =1

A)c12+szz+CxS2 =1

Resolvendo o sistema, tem-se que:

Yo BTN X +1 (- D(x-1)
X =02 =X+ 5% (G —0)(% —X;) ’

B NTEN X +1 (g —=D(x;—1)
X=X H X nX (%=X —x)

O TNEXG X I (x=D(x,-1)

2 - .
Xy X = XX - X% (g —x)(5 - x,)

Ressalta-se que a formula de Binet pode ser obtida por meio do
método de BenTaher-Rachidi, estudado nos trabalhos de S e Spreafi-
€0 (2020) e Taher e Rachidi (2016). Consiste em se obter os coeficien-
tes de uma determinada equacdo, proposta por BenTaher-Rachidi,
sem a necessidade de se resolver um sistema linear.

A funcao geradora permite a resolucio de recorréncias lineares
com coeficientes constantes (KOSHY, 2001; SOYKAN 2020). Tal pro-
cedimento demonstrou como encontrar os numeros de Fibonacci
sem ser necessario calcular todos os numeros que o procedem.

Teorema 15. A funcgio geradora da SP para os termos positivos
(FERREIRA, 2015):

1+x
P, x)=—7—.
(£, x) 1—x*—x°
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Demonstragdo. Esta é uma série formal em que os seus coeficientes
obtém informacoes sobre uma sucessao ¢, com I pertencendo aos
numeros naturais, e sendo uma funcao § (a,,X) definida pela série:

0
— no__ 0 1 2
g(an,x)—Zanx =a,x +ax +a,x +...
n=0

Da mesma maneira como ocorre com a SF, em Padovan essa fun-
< . 203 N . L
cao é multiplicada por X, X" nas equacoes abaixo, devido a sua rela-
cdo de recorréncia.

Assim, para Padovan, com os seus valores iniciais £, =F, =P, =1,
tem-se que:

g(P,,x)=F+Px+Px’+Px’ + Px* +... (1.2)
ng(P(n),x) =Px’ +Px’ +Px*+Px’ + Px° +... (1.3)
x3g(P(n),x) =Px’ +Px'+Px" +Px°+Px' +... (1.4)

Baseada na Equacédo (1.2 - 1.3 + 1.4), tem-se que:

g(P,x)(1-2* ~x') = B, + B+ (P, ~ B)x’
g(P,x)(1-x* —x)=1+x

1+x
g(Pn7x): 2 3
1-x

A seguir, a Figura 8 apresenta uma caracterizacio (HUNTLEY,
1985), que diz: ao serem determinados os primeiros coeficientes da-
dos pelo desenvolvimento da divisio direta, forma-se a série de Fibo-
nacci, e da mesma forma ocorre para a série de Padovan e suas exten-
soes. Este procedimento foi realizado utilizando o software Maxima®.

1 Software matematico gratuito de computacdo algébrica, permitindo plotagem de
graficos e resolucoes de problemas, cuja licenca é fornecida pela General Public
License.

78



Figura 8 — Desenvolvimento da Funcdo Geradora de Padovan para os
termos positivos.

Fonte: Elaborado pelos autores

Assim como ocorre para 0os numeros positivos, existe uma funcao
geradora para os numeros com indice inteiro nio positivo, de tal for-
ma que os expoentes de X sdo considerados como sendo positivos,
porém as suas posicoes sdo referentes aos termos com indice inteiro
ndo positivo da SP. Isso acontece pelo fato de utilizarmos a Série de
Taylor para compor esses elementos, e esta série € iniciada a partir
de zero (KNOPP, 1990).

Teorema 16. A funcgio geradora da SP para os termos com indice
inteiro ndo positivo é descrita por:

2
—x —x-1
g(P,,x)=———.
x —x-1

Demonstracdo. A funcao g(P,,x) & multiplicada por x* e X, de
acordo com a férmula de recorréncia (Definicdo 3). Considerando
F=1,P,=0,P, =1, tem-se que:

g(P(fn),x) :PO+R1x+RZx2+R3x3+P4x4+... (1.5)
xg(P(fn),x) :Pox+Rlx2+R2x3+R3x4+R4x5+... (1.6)
x3g(P(7n),x) =P’ +Px'+P, X +Px°+P,x +... 1.7)
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De acordo com a Equagao [(1.7) - (1.6+1.5)], resulta em:
g(P, x)(x*—x—-1)=—Px—P x*—P,—P x—P,x>
g(P,,x)(x —x-1)=-x"—x~-1

P ,x =— .
g, x)=—5——

Logo abaixo é mostrada na Figura 9, o software Maxima.

Figura 9 — Desenvolvimento da Func¢do Geradora de Padovan para niumeros com
indice inteiro nao positivo.

Fonte: Elaborado pelos autores
A formula de Binet e a funcao geradora de Tridovan

Levando em consideracdo a férmula de recorréncia de Tridovan
(ver Definicdo 4), o polindmio caracteristico desta sequéncia € calcu-

lado através do teorema abaixo.

Teorema 17. O polinémio caracteristico de Tridovan é (VIEIRA;

ALVES, 2019d):

xt—x*—x—-1=0. 1.8)

Demonstracdo. De acordo com o Teorema de Cayley-Hamilton, tem-
-se que o polindmio caracteristico de Tridovan é dado por (GOMES;

OLIVEIRA, 2019):

p(4) = det(1 - 0y)
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A 0 0 O 01 00
04 0 0 1 01 0
Al = Qs_
com Acllouldle |, 00 42 0| 100 1}
0 0 0 A 1 0 00
Assim:
A -1 0 O
(1) = det B | P L T
= dc = —_ —_ —1.
P -1 0 A4 -1
-1 0 0 A

Entdo: p(2)=0, tem-se: 1* —~1* -~ 1-1=0.Logo: x* —x* —x—1=0.

Em que realizando o célculo para encontrar as raizes de tal poli-
noémio, tem-se:

29 (1Y (29Y 29 (1Y (29Y
S =324 | 2 | 2 ,r =2 ] ] 22

54 9 54 54 9 54
Desta forma, as raizes calculadas sao:

| 11 B 11 NE) .
5= S PG =l = o (ST (S Thix = = (S T) = (ST

A partir do polinémio caracteristico descrito, pode-se obter a for-
mula completa de Binet para Tridovan.

Teorema 18. Formula de Binet de Tridovan, com #n €[] ¢ descrita
por (VIEIRA; ALVES,2019d):

fg(n) = A(x)" + B(x,)" +C(x,)" + D(x,)",
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emquenell, X,X,),X;e 4sdoasraizesdaequacdocaracteristica
de Tridovan e os coeficientes da funcao sdo:

A X7 +x +1 _ X2 +x, +1 Co X +x,+1 Do x; +x, +1
, —
2x; +x, +2 2x3 +x, +2’ 2x +x,+2° 2x; +x, +2

Demonstracdo. De acordo com a recorréncia da sequéncia de Tri-
dovan, conhecida por A, =P, 5+ P+ Py € B =LPy =0.Py =P =1, POS-
suindo equacdo caracteristica x*—x*—x—1=0 COM raizes X;X,,X;,X,.
Com iss0, B =40q)"+B(x)"+C(x)"+D(x,)", Para determinar os coeficientes
A y B , C y D utiliza-se as condigées iniciais P3(0) :17P3(1) :0’P3(2) :P3<3> :1,
obtendo o sistema:

A+B+C+D =
Ax, +Bx, +Cx;+Dx, =
Ax] +Bx; +Cx; +Dx; =1

Ax] +Bx, +Cx} +Dx, =

Resolvendo o sistema, tem-se que:

=X, =Xy = X, X%, — X3 +1

A== 2 2 2 )
X; =X, X, = XX, 4 XXX, — X3 X, 4 XXX, — XXX, + X, X, X,
B=— ! 2—x4—x1—x4x1x3—x;+1 ,
X5 =X, X5 — XX, X, X,X, — XXX, — X5 X5 + X, X, X + X, X,X,
C=— )§4+xlj-xlx2x;+x2—1 ’
=X+ XX, X, XX+ XX+ XX, — XXX, — X, XX, — XXX,
D=— i z—xl—xz—xlxzzx3—x3+l .
X, — XX, — X, X, XXX, — X3 X + X, XX, + X, X5X, — X, X, X5
Utilizando as relag()es xnxx, =-1, x+n+x+x=0 e x1x2x3+x1x2x4+x1x3x4+xzx3x4:1,

é facil ver que:
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—x;———1 ) ) x4+i+1 5
C= X, _ —(x; +x,+1) _ X5 +x;+1 D= X, _ X tx A+l -
—2x33—1—£ —(2x] +x,+2)  2x) +x,+2 2xj+1+£ 2x; +x, +2

x3 X,

A funcéao geradora de Tridovan para os termos positivos, por sua
vez, é obtida da seguinte maneira:

Teorema 19. A funcdo geradora de Tridovan, P3(n) , para os termos
positivos é (VIEIRA; ALVES, 2019d):

1

B (1-x*—x’—x*)

g(Fy,)X) = Z Byx
n=0

Demonstracdo. Dada a funcao:

g(P, 3(n)> x)= P}(O) + P3(1)x + P3(2)x + P3(3)x + P3(4) -+, esta é entao multi-
plicada por x*, x*, x*, resultando em:

g(Py,y»%) =Py + Pyyx+ P x* + P x’ + B yxt +. 1.9)

X’ g(Pyy,X) =Px’ +PyyX’ + Py x* + Py + Pyx’ +... (1.10)

xg(P 15 X) =F§(0x +P3(l)x +F§(2)x + B, x6+P x7+... (1.11)

x*g(P, A X) = 3(O)x +P, x +P3(2)x +P, x + P3(4) . 1.12)

Manipulando as equacdes da seguinte forma: [1.9-
(110+111+1 12)], tem-se g(8, 3(n)> ¥ x)— [x g( 's(,,)ax)+x g( 3(,1)ax)+x g(p, 3(n)? )],
em que B, =LB,=0,B, =R, =1, obtém-se:

> 3 4 2
g( 3(!1)’x)(1_‘x —x —x")= P3(0)+P(1)x+( 32) 3(0))x

8P, )(1=-x" —x" =x") =1
1

(1-x*—x"—x*)’

g(f;(n) ,X) =

Na Figura 10, pode-se visualizar os coeficientes da fungao gera-

dora de Tridovan para os termos positivos através do sofiware Maxima.
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Figura 10 — Desenvolvimento da Funcao Geradora de Tridovan para os
termos positivos.

Fonte: Elaborado pelos autores

Para os termos com indices inteiros ndo positivos, a funcao gera-
dora de Tridovan é obtida através do teorema abaixo.

Teorema 20. A funcdo geradora de Tridovan para indice inteiro
nio positivo é:

2

—x"—x-1

4 2 :
(x"=x"—x-1)

g(%(—n) 9 x) =

Demonstracdo. Baseado na funcao

g(P %)= P3(0)+P( WX +P X + B ) + B x* +..., pode-se multipli-
carpor X, x°, x*, obtendo-se:

g(Pﬁi(fn)’x) =P +Pz( 1)x+P3( 2)x +P3( 3)x +P3( X T (1.13)
xg (P> X) =By oX + B )X +P3( 2)x +h. 3))c +f§H) .. 1.14)
X g( 3oy X)= 3(O)xz +P. X +P3H)x4 +P3H)x5 +P3H)x6 +... (1.15)
xX'g(P_yx)=Pgx* + P X’ + P, x° + P yx" + B _yx" +... (1.16)

Assim, realizando [1.16-(1.15+1.14+1.13)], tem-se que
x4g(})3(7n) 4 'x) - [ng(l)?)(fn) s x) + 'xg(l)S(ﬂz) s x) + g(l)_?)(ﬂz) s x)]

ecom P3( _1,P3( = P 133(_3) =0, obtém-se:
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g(P3(-n) ) x)(x4 —x’—x— )= _f;(()) (x2 +x)— P3(_1) (x3 + xz) - (Ps(—z)x3)
G(P L X)(x* = —x=1) = —x" —x—1
|

(x*=x"—x-1)

g(B,),x) =

De acordo com a Figura 11, a seguir, é possivel visualizar os coefi-
cientes da funcao geradora de Tridovan utilizando o mesmo software.

Figura 11 - Desenvolvimento da Funcao Geradora de Tridovan para indice
inteiro nao positivo.

Fonte: Elaborado pelos autores
A formula de Binet e a funcéo geradora de Tetradovan

Para os numeros da sequéncia de Tetradovan, dados pela relacao
de recorréncia estudada anteriormente (ver Definicdo 6), pode-se
perceber que é possivel calcular o seu polinémio caracteristico atra-
vés do teorema descrito abaixo.

Teorema 21. O polindémio caracteristico de Tetradovan (VIEIRA;
ALVES, 2019d):

xX=x*—x*—x-1=0. 1.17)

Demonstracdo. Fundamentado no Teorema de Cayley-Hamilton,
tem-se que o polindmio caracteristico de Tetradovan é dado por (GO-
MES; OLIVEIRA, 2019):

p(A)=det(Al-0,),
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200 0 0 01000
0200 0 10100
com Aelloudell, =004 0 01o0=1°0010
000 A0 1000 1
0000 2 1000 0
Assim:
(A -1 0 0 O]
-1 4 -1 0 O
p(A)=det|[-1 0 -1 0 ||=A-A-A-a-1.
-1 0 0 A -1
-1 0 0 0 2

Entdo: p(H)=0, tem-se: 1° —1* -1 - 1—-1=0. Logo: ¥’ —x* —x* —x-1=0.

Para encontrar as raizes deste polindmio, é importante lembrar
que nao existem férmulas algébricas na resolucao de equacoes poli-
nomiais a partir do quinto grau.

Existem muitos meios para obter as raizes de uma equacao mate-
matica, dependendo do seu grau. Assim, para polinémio do 2°grau,
conhecemos o0 método de Bhaskara; para polindmios do 3°grau, exis-
te o método de Cardano, porém para graus superiores a quarta or-
dem, Abel provou que nio é possivel resolver equacoes por meio de
radicais e combinacdes dos coeficientes (CLAUDIO; MARINS, 2000).
Com isso, utilizam-se métodos numeéricos e recursos computacionais
a fim de néo ser possivel obter as raizes desses polindmios de grau
superior a quatro. Diante isso, uma analise das raizes reais dos poli-
ndémios caracteristicos das sequéncias estudadas até entdo (Padovan,
Tridovan e Tetradovan) € discutida através do método de Newton, uti-
lizando-se o fractal e a ferramenta computacional Google Colab, para
verificacdo com base no trabalho de Vieira, Alves e Catarino (2019a).
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Teorema 22, A férmula de Binet para Tetradovan ¢ dada por (VIEI-
RA; ALVES, 20194):

Bt(n) = A(x)" + B(x,)" +C(x;)" + D(x,)" + E(x,)",

em que nell, X, X,,X;,X, e X5 sdo as raizes da equacdo carac-
teristica de Tetradovan, onde, para realizar o calculo dessas raizes,
utilizam-se recursos computacionais (BERGLUND, 2011). Os valores
dos coeficientes da funcao sao:

B X, +x;+x —1
2x) + x5 (=) —x7(x, —x, +1) -1’

B X, +x; +x,—1
25+ 00 =) —xi(x, —x +1) -1’

3 2
X, +x; +x,—1

T () -2 (- A1

_ X, +x; +x, -1
2x; +x, (6 =) =x; (x, —x; +1)—=1"

3 2
X +x5+x,—1

T2 (D) - X — x4 D)1

Demonstracdo. Através da recorréncia da sequéncia de Tetradovan,
conhecida POT 2, =P+ PostPos By € Puy=liPy =0:Py =Py =Py =2, POSSUIndo
equacdo caracteristica x*—x*—x*—x—1=0 com raizes X;X,,X;,X;,X;.
e, C€om isso, P, =P, =A4(x)" +B(x,)" +C(x)"+D(x,)" +E(x;)". Para determi-
nar os coeficientes 4,B,C,D, E utilizam-se as condi¢des iniciais
Py, =L;P, =0;P,, =P, =1;P,, =2, obtendo o sistema:
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A+B+C+D+E =1
Ax, +Bx, +Cx; + Dx, + Ex;, =0
Ax} + Bx} +Cx; + Dx; + Ex; =1
Ax) + Bx) +Cx; + Dx, + Ex; =1
Ax! + Bxy +Cx} + Dx;} + Ex; =2

Resolvendo o sistema e através das relacoes XX, X 4x,+x =0,
X2y X, X0, XX XX, XX, XX+ XX, XX+ X, =1,

XXX + X,X,0, XXX, XXX, + XX XXX XXX + XXX+ XXX + XXX =1

€ xx,xx,x, =1, tem-se que:

A (08 42 LT ) o (O o T 000 4 O 4 5

PR 00 00 00 - 8 O T T v S

1 2
——+x +x +1 s
_ X, X, +x; +x -1

= TS5, 3.2 2 3 >
xlz(xlz—l)—x,(x,—x13+1)—xi+2x,4 2x) +x(x; =D —x (x, —x; +1)—1
1

=X, XX, X = XXy = XXy = XX + X, = XX, — XX+ Xy — XX + X, + x5~ 2

—xz2 (90,005 00, 20,005 X0 2050 40, 0) X, (06X, 42,060 XXX 4 X500,0) = X, XX, X — Zx;
1
2
XX -l 32 1
X, =X =X, =X, +

- 5 30,2 2 3
—xzz(xg—1)+x2(x2—x;+1)+i—2x; =2x, =%, (x; =D +x;(x, —x; +1) +1
2

B —(x3 +5 +x,—1) B X+ x5 +x, -1
~Q+500 D=2 (x,—x +D)=1)  2x) +x3 (7 - —x2(x, x5 +1) -1’

XXX, X5 + XX, + XX, X, X5 =X, + XX, XX — X, + X0 =X, =X, +2

= 3 4
X3 (20, 26,0 4 XX, 4 X, X5 + X0 42X, ) = X (X,00,X, X000+ XXX+ X,0,X) + XXX, X + 2]
1 2
——+x+x; +1 B
X, X +x; +x—1

T 55, a2 2 3 ’
B2 =D =x,(x, - +1)—i+2x§ 2 +x (x5 =)= x5 (x, —x; +1) -1
3
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=X, X, X, X5 = X, Xy = X, Xy = X, X5 + X — XX — X, X5 + X, — X X5 + Xy + X5 =2

D:—xz(xx XX XX XX, XX+ X,X) 4 X, (x, — X, + 1) — X, x,x, — 2
4 \727%5 375 15 2743 13 172 4\""4 4 17277375 4

1 2
——x,—x; -1
4 4 3 2
X, =X, —x; —x, +1

—ZxZ —xj(xj —1)+x§(x4—xi +1)+1

—xf(xf —1)+x4(x4—xi +1)+xi—2xf
4

_ —(x, x5 +x, 1) B X, + x5 +x,—1
—(2xj +xi(xj —1)—)c§(x4 —xj +1)-1) 2xi +xj(xi —1)—)c§(x4 —xi +1)—1’

X XXX, XX 4 X0 X0, = X A X0 XX, — X, XX, =X — X, +2

E=
2 4
=X (X250, 42,00 + X200, 4 XXX, )+ X5 (XX, + X0, 2,0 2,0, + XX, + XX, ) +X,XX,X, +2X;

1
———txI+1+x N
X X+ x5 +x -1

T2 () -2 —x A1) -1

X2 (o = 1) — x5 (x5 — x3 +1)—xi+2x;‘
5

A funcao geradora de Tetradovan (lado direito) dar-se-a pelo se-
guinte modo:
Teorema 23. A funcio geradora de Tetradovan, P4(n), para os ter-

mos positivos é (VIEIRA; ALVES, 2019d):

1
(1-x"-x"=x*=x")

g(Pyy>X) = ZP«n)x
n=0

Demonstracdo. Com base na funcéo:

g( 4(,,),x):P4m)+1’4(1)x+13,(2)x2+ﬂ(3,x3+P4(4>x4+..., pode-se multiplicar por x2,
x>, x*, x°, obtendo:

&(Py,y»x) =Py, +P4(l)x+P4(2)x2 +P4(3)x3 +P4(4)x4 +... (1.18)
X°g(PypysX) =Py X’ + Py x> + Py x* + Py x° + Py x® +.. (1.19)
X’g(P,,),%) = Pyoyx* + Py x* + Py x* + Py x° + Py x’ +... (1.20)
X g(PyysX) = Pygy X' + Py X° + Py X° + Py x + P yx™ +... (1.21)
X°g(PyyysX) = PygyX° + Py X° + Py X' + Py x* + By x” +.. (1.22)
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Manipulando as equacodes da seguinte forma: [1.18 - (1.19 + 1.20 +
1.21+1.22)], tem-se g(P,,,x) ~[x"g(P ), )+ X'g(Fy,), X) + X" g (B, X) + X°g(By ), %))
ecom P, =1~ =0,P, =P, =1, & possivel calcular a seguinte equacao:

8(Pyuy, )1 =" =x" =x*) = By + Py X+ (Pyyy = Py )’
g(Py,X)(1-x" —x* —x" —x") =1
1

(1-x"=x'—x"-x°)

8Py, X) =

Para que haja um melhor entendimento, a Figura 12, a seguir,
mostra os coeficientes dos numeros de Tetradovan (lado direito da
sequéncia), através da divisdo direta, utilizando-se o software Maxima.

Figura 12 - Desenvolvimento da Func¢ao Geradora de Tetradovan para
0S termos positivos.

Fonte: Elaborado pelos autores
Para indice inteiro nao positivo, a funcio geradora de Tetradovan
¢é obtida através do teorema abaixo.
Teorema 24. A funcdo geradora de Tetradovan para os termos ne-
gativos é dada por:

2
- —xt-x-1

P ,x)= .
&L 1) (X -x—x*—x-1)

Demonstracdo. Multiplicando a funcao:

3 3 2 .
g(Py_ %) =Py + P yx + Py x” + P X’ + Pyt +.. POT X7, x~, 1, tem-se que:
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E(P LX) = Pygy + Py X+ P X + Py + P xt o (1.23)
xg(By»%) =P+ P4<—1)xz + PzzH)x} + 1D4(4>*‘74 + P4(74)xs +e (1 . 24)
ng(st(

x) =

n)?

4w>" +F, 1)x +F Z)‘( +P, 3)x +P, X (1.25)
RGPy %)= Pyt + Py X+ Py + Py ¥ + Py ... (1.26)
X g(Py s X)=Pygx  + P x + Py x  + P X+ P X+ (]_,2'7)
Assim, é possivel obter a seguinte relacdo [1.27 - (1.26 + 1.25 +
1.24 +1.23)], resultando em

X g( 4(-n)> ) X g( 4(- 17)’x)+x g( 4(- n)’x)+xg( 4(- n)’x)+g( 4(- n)’ )]

, e com os valores P4(0) 1,P4(_1) =P :P4(_3) :P4(4> =0, tem-se:
g(Pz,(,n),x)(xs—x}—xz—x—l)z— %0) (x +x +x+1)-P, )(x +X+ X7+ x) - (2)(x +x°+x%)

_P4(—3) (x4 + x3) - P4(4:)x4
g(l‘)é‘w),)c)()c5 X - —x-)=-x—x"-x-1

- —xt-x-1
P X)=—F
g( 4(-n) ) (xs _x3 _x2 —x—l)

A Figura 13, a seguir, apresenta os termos da sequéncia de Tetra-
dovan de indice inteiro ndo positivo da sequéncia, com a utilizacdo do
software Maxima.

Figura 13 - Funcdo Geradora de Tetradovan para indice inteiro nao positivo.

Fonte: Elaborado pelos autores
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A formula de Binet e a func¢éio geradora de Z-Dovan

O polindémio caracteristico da sequéncia de Z-dovan pode ser cal-
culado de forma semelhante ao realizado nas Equacoes (1.8 e 1.17). E
importante notar a existéncia do primeiro coeficiente igual a zero nes-
tas equacoes, validando a formula de recorréncia destas sequéncias.

Definicdo 13. O polinémio caracteristico de Z-dovan (Generaliza-
cdo), em que z ¢ a ordem da sequéncia estendida, é dado por:

P, =x = x4 Y gy,

Z(x)

De acordo com os resultados apresentados para a formula de Binet
das sequéncias vistas nas subsecoes anteriores, pode-se chegar a se-
guinte conclusio, referente & sequéncia de Z-dovan:

Definicao 14. A férmula de Binet de Z-dovan é dada por
F(n)=A(x))"+B(x,)"+C(x,)" +..Z(x.)",

em que nell, 4,B,C,...,Z sao os coeficientes da funcao, e
X, X%5,X5,...,X, s30 as raizes do polindmio caracteristico da sequéncia.

Os coeficientes deverao ser calculados de acordo com a ordem da
extensdo da sequéncia. Assim, para pentadovan existirdo 6 coeficien-
tes, hexadovan 7, heptadovan 8, e assim por diante. A quantidade de
raizes se dard de forma semelhante.

Para a sequéncia de Z-dovan, seus termos também podem ser
obtidos a partir de uma funcao geradora. Baseado nos calculos das
sequéncias anteriores, pode-se obter esta funcdo de maneira seme-
lhante (indice inteiro ndo positivo da sequéncia).

Definicao 15. A funcao geradora de Z-dovan para o lado direito da
sequéncia é descrita por

g(PZ(n)7x) ==
1I-) x'
i=2
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em que : representa a ordem da sequéncia que ira variar de 3 até z.

Definicdo 16. A funcgido geradora de Z-dovan para indice inteiro
nao positivo da sequéncia é

By )=

sendo z representado pela ordem da sequéncia que ira variar de
3até z.

Portanto, pode-se notar que a SP é um caso particular da sequén-
cia de Z-dovan, apresentando assim a sua sequéncia com 0s seus res-
pectivos valores iniciais iguais a F,=1,F =0,P, =1. Assim, & possivel
utilizar a forma generalizada para obter as suas funcoes geradoras
(termos positivos e negativos).

Nesta secdo foram estudadas as sequéncias estendidas dos niume-
ros de Padovan. De acordo com os principais resultados desta pes-
quisa, tem-se que os termos dessas sequéncias podem ser calculados
elevando-se a /-ésima poténcia as suas respectivas matrizes Q, in-
clusive para a sequéncia generalizada.

Contudo, abordou-se, além da construcdo da matriz geradora Q
, a formula de Binet e a funcao geradora para os termos de Padovan
e as suas extensoes, meios pelos quais € possivel obter os termos da
sequéncia de modo nio recursivo.

Sequéncia (5,,5,,---,5. )- Z-Dovan

Doravante, apresentamos novas extensoes da sequéncia (s,t)-Pa-
dovan e a generalizacdo deste modelo matricial. A sequéncia (5,5, )
-Padovan é uma forma de visualizacdo alternativa da sequéncia (s,)-
-Padovan (CERDA-MORALES, 2017; DISKAYA; MENKEN, 2019). Tam-
bém apresentamos a sequéncia (Sl,Sz,S3) -Tridovan como passo até

93



alcancar a generalizacdo deste processo investigativo matematico
fundamentado no trabalho de Vieira, Alves e Catarino (2019c).

Uma sequéncia (S,,S,)-Padovan foi definida, primordialmente,
por Cerda-Morales (2017), com base em trabalhos de Civciv e Tir-
kmen (2008) e Gulec e Taskara (2012), onde esta representa uma
maneira de desenvolvermos uma matriz geradora da SP com a ge-
neralizacdo dos coeficientes existentes na férmula de recorréncia da
sequéncia.

Os termos $y,5,,--+,5._;) variam de acordo com a extensao e a or-
dem da sequéncia, no caso dos numeros de Padovan, havera apenas o
s, € 0 s,. Entretanto, a generalizacdo da SP, Z-dovan, tera Z = z—1 ter-
mos, dependendo da ordem da sequéncia (S55;,---,5._1))Z-dovan).
Nesta secao serao definidas, de modo primordial, as sequéncias Ma-
triciais (Sl,sz,...,S(Z_l)) de Padovan, suas extensoes, bem como a sua
generalizacao.

Vale destacar que Cerda-Morales (2017) definiu esta sequéncia
com os valores iniciais diferentes em relacdo aos valores padroes da
SP, entretanto, neste trabalho, serao utilizados os mesmos valores de-
finidos por Padovan ao criar a sequéncia.

Definicdo 17. Para §,,5, €[/ ,asequéncia (5,,5,) -Padovan, repre-
sentada por Pn (sl,sz) com n..0 e nell, é definida pela formula de
recorréncia

P

(n+3)(s1,8,)

=s.P

(n+1)(s.5,) T $,F

(n)(s,8,)°
com os valores iniciais Fy ) =1, By, ) =1 € Ray. =1- Para efeito

de notacao, sera utilizado £,  , =B,.

Teorema 25. A matriz geradora da sequéncia (Sl,Sz)—Padovan,
para n..1 e nell , é dada por

1
V3Q(r:|,sz) = [1 1 1] Sl O
0



em que Vj representa o vetor linha, contendo os valores iniciais
da SP.

Demonstracdo. Utilizando o principio da inducdo finita, tem-se:

Para n =1, tem-se

0 1 0
v3ngl1S2)=[1 1 1]|s, 0 1|=[s,+s, 1 1]=[B, B, B].
s, 00

Assim, a igualdade ¢é valida.

Supondo que seja valido para qualquer » =k, k €[] , tem-se que:

k

0 1 0
V3Q(ks],52)=[1 1 1] s 01 :[Bk+2 B, Bk]’
s, 0 0

Agora, verificando que seja valido para n =k +1, tem-se:

0 1 0o 10
V3 (it]m:VSQ&JZ)Q&I,SZ):[1 La)ls, 0 1f|s 01
s, 0 0]|s, O O
0 1 0
:[Bk+2 Bk+l Bk] s 0 1:[S13k+1+ssz Bk+2 Bk+l]
s, 00

= [Bk+3 Bk+2 Bk+l ]

A sequéncia (Sl »85, S3) -Tridovan de quarta ordem ocorre por meio
da combinacdo linear de quatro termos, sendo o primeiro coeficiente de
valor igual a zero. Introduzido primordialmente neste trabalho e com
suporte em Cerda-Morales (2017) e Vieira, Alves e Catarino (2019c), é
entdo definida de acordo com a conjectura apresentada abaixo.
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Definicdo 18. Para §,,5,,5; € , a sequéncia (s;,5,,5;) -Tridovan,
representada por T, (s;,s,,5;) com n..0 e nell , tem a seguinte for-
mula de recorréncia (VIEIRA; ALVES; CATARINO, 2019c¢)

T

(n+3)(51,55,83)

= SlTEnJrI)(sl sy T SzT(n)(sI sy T 8,1}

(n=1)(s1,8,,83)

comos seguintesvaloresiniciais: 7|
€ T(3)(sl,sz.x3) =5, +s; com T T

()(s7.89) ~ Ly

0)(51255.53) L, 7;1)(5‘ S8y) 0, T(z)(s,,sz ) =1

Teorema 26. A matriz geradora da sequéncia (Sl,Sz,S3) -Trido-
van, representada re ) bara n..1 e nell , é expressa por

(51,828
01 0 0]
. B s 010 B
V4r(s|),52,53) _[1 0 1 1] s O 0 1 [T;HZ T;Hl 7-;1 T;Fl]’
2
5, 00 0

em que V, € o vetor linha, contendo os valores iniciais da sequéncia
de Tridovan.

Demonstracdo. Utilizando o principio da inducao finita, obtém-se:
Para n =1, tem-se:
0

vlO <[ 0 1 1] j‘

(51,82,83)
2

=[s,+s; 1 0 1]=[T, T, T, T,].

S O O
S O = O
S = O O

S5

Assim, a igualdade é valida.

Supondo que seja valido para qualquer » =k, k €[] , tem-se que:

k

01 00
) ss 01 0
V4FE§I),S2,S3):[1 01 1] S] 00 1 :[Tk+2 Tk+1 Tk T/H]‘
2
s 000
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Agora, verificando que seja valido para n =k +1, tem-se:
(kt)  _y 0
47 (5),8,,8) 47 (59,85,8) (51,5,83)

01 0 0/({0 1 00
s; 01 0)|s, 010
2[1 01 1]

s, 00 1]]s, O O 1
s; 00 Oj|s;, O O O

0O 1 0O

:[le T, T, Tkl] s 0 0:[51T/|+Ssz+S3Tkl Loy T Tk]
o+ + s, 0 01 = - + +
s; 00 0

:[T;cﬁ T;HZ Tk+1 T;(]

A fim de realizar a generalizacdo desta sequéncia, sdo conside-
radas as relacdes utilizadas para as sequéncias expressas anterior-
mente, para assim alcancar a forma generalizada dessa sequéncia
denominada (5;,5,,---,5_;,) -Z-dovan. Com suporte no trabalho de
Alves (2015), em que a generalizacao da SF é realizada, definimos a
generalizacdo desta sequéncia.

Definicao 19. Para §),5,--,5.) € U a sequéncia (sl,sz,...,s(zfl)),
denominada Z,(s,,5,---,5.,) com n..0 e nell , é definida por

Z(n+1)(s1 N Slz(n—l)(s],sz,.\'3,...,sfz,l)) +SZZ(n—2)(S1 S2rS(oty) +S3Z(n—3)(s1 Spmesny) T
+S(Z—I)Z(n—z+l)(sl,Sz,,“,x(_.,”)

z-1

Z(”+1)(51 382500058 (z1) ) = Z SiZ(n—i)(sl $825008(z1y)
i=1

em que z representa a ordem da sequéncia.

Com isso, utilizaremos a notacéo Z (815850 0s8 ) = iy € SpSyeenS(y
representa a ordem da sequéncia.
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Definicdo 20. Com n..z-3 e n €ll , a matriz geradora da sequén-

i -7- y U
cia (s,,5,,...,5.,,) -dovan, representada por s | :{ 0]
tem-se: s

\Y Z Z

n _
Z2 (n)(81,87 - 8(21y) [Zn+2 n+l n—z+3 ] H
em que V, representa o vetor linha, contendo os valores iniciais da
sequéncia, s representa o vetor coluna, [I] a matriz de bloco dada pela

matriz identidade e 0 o vetor linha, ambos de tamanho z-1.

E possivel observar que a primeira linha da matriz representa
o operador de acordo com a recorréncia (ERCOLANO, 1979).
Posteriormente, ha uma matriz identidade logo abaixo, sendo
expressa de acordo com o numero de termos somados da sequéncia.
E finalmente, uma coluna de zeros, variando de acordo com a ordem
da sequéncia.

A partir da Definicdo 20, conclui-se que a generalizacio desta se-
qguéncia pode ser facilmente calculada de acordo com a ordem da
sequéncia. Assim, para o modelo de generalizacido apresentado, par-
tindo da SP (ordem 3), pode-se chegar a uma perspectiva mais geral
(ordem z).

A férmula de Binet resulta em um método para obter os termos
de uma sequéncia, sem necessitar da recorréncia definida, existin-
do a obrigacdo de conhecer o polindmio caracteristico de sequéncia
analisada.

Definicdo 21. O polinémio na forma X,,, + pX,,, +¢x, =0 pode
Ser expresso por
_ n n
a,=Cr + Gy,
sendo Cp C2 os coeficientes da funcdo, /|, 7, as raizes da equag@o

2
r'+pr+q=0,com p,gei e} #1.
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Cerda-Morales (2017) e Diskaya e Menken (2019) definiram a
equacio caracteristica da sequéncia (57, S, )-Padovan como sendo
x* —sx—t=0. No entanto, Vieira, Alves e Catarino (2019c) defini-
ram-na usando outras variaveis, §;,5,.

Definicdo 22. Fundamentada na sua recorréncia (ver Definicdo
17), a equacdo caracteristica da sequéncia ($,,5,)-Padovan é definida
como (VIEIRA; ALVES; CATARINO, 2019c; DISKAYA; MENKEN, 2019)

3_ 3 _
X =85x-85,=>x —sx—s5,=0,

onde §),5, € [, resultando numa raiz real, e as outras duas sendo
numeros complexos e conjugados. Assim, #,7,,/; sdo as raizes dessa
equacao, em que

=A+B,
rzz—%(A+B) i(A B),
1 l\/_

:_E(A B)—i(A B),
fw B=( -V A=y -C)

Com essa definicdo e o Teorema 21, pode-se facilmente chegar a
férmula de Binet da sequéncia ($),5,)- Padovan.

Teorema 27. Para n €[l , tem-se que a férmula de Binet da se-
quéncia (8], §,)-Padovan é expressa por (VIEIRA; ALVES; CATARI-
NO, 2019c¢)

(n) _ n n n
Q(s 52) =GR +Cr + Gy,

onde C,C,,C; sio os coeficientes da funcéao, 4,7,/ as raizes da

equacao caracteristica e 27S§ —4513 #(0 a condicdo para os coeficien-
tes S7, §, daféormula de recorréncia.
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Demonstracdo. De posse da férmula de recorréncia da sequéncia (
S, §,)-Padovan (Definicdo 17), com os valores iniciais definidos e
a sua equacdo caracteristica (Definicao 22) com raizes 7},7;,%;, po-
de-se obter, através da resolucio do sistema linear de equacdes, 0s
valores dos coeficientes C] 5 Cz, C3 .

(_S2)2 _}_ﬁ
4

grau, determina a forma como serdo as raizes da equacio. Portanto,
quando A # 0 todas as raizes serao distintas, chegando-se facilmen-
te a conclusao de que 27s§ —4sl3 # 0. De fato, se a condicdo nio existir,
ndo ha os coeficientes indicados acima, visto que as raizes sdo iguais,
entdo ndo havera nenhuma férmula Binet. Note-se também que
nni, =s,e que r+r,+r,=0. Por fim, essa condicdo implica que quando
5, #0, havera pelo menos uma raiz igual a zero. Logo, ndo havera a
férmula Binet para este caso.

O discriminante A= , relativo ao polindémio de 3°

Além disso, serd explorada a equacéao caracteristica e a formula de
Binet da sequéncia (S, §,, $3)-Tridovan, fundamentada na sequén-
cia (8}, 9,)- Padovan.

Definicao 23. A equacdo caracteristica da sequéncia (5},5,,5;
)-Tridovan ¢ definida baseada na recorréncia (ver Definicdo 18), re-
sultando em (VIEIRA; ALVES; CATARINO, 2019c):

4_ 2 4 2 _
X =5 X +85x+8, =X —sx" —s,x—s5, =0,

em que §,5,,8; ell, I,1,,1, ¥, sdo asraizes, e

1 q
h==S+—,[|-48*-2p+=,
‘ 2 L

1 q
r=—8S——.|-4S*-2p+<L,
2 2\ LS

1 q
r=S+—,|-48>—2p-1L,
3 5 p S

r4 =S7% |42 72]77%,
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1 2 1 A
=-8s,q=—s5,,S=—[-=p+=| O+,
p=-85,q0 =5, 2\/ 37 3(Q Q]

A, + (A —4A]
0= 4%,% =5 —12s,,A, = =25 +2757 —72s,s,.

Teorema 28. Para n €[], tem-se que a férmula de Binet da se-
quéncia (8, §,, j3)-Tridovan é dada por (VIEIRA; ALVES; CATARI-
NO, 2019c)

(n) _ n n n n
r =Cr +Cry +Cr +Cyry,

(51,57,53)

em que C,C,,C,,C, sdo os coeficientes da funcao, 7,#,H,7, as rai-
zes da equacdo caracteristica. Assim S, 20 e A<0 ou (A>0 ¢
P<0 e D<0) onde A=s;.(4s) —2757)—165,(165; +8s7s;+9s,5; +5'), P=-8s,
e i =—64 ,-16 .

Demonstracdo. Através da recorréncia da sequéncia (), S,, S3)
-Tridovan (Definicdo 18) , com os valores iniciais definidos e a sua
equacdo caracteristica (Definicao 23) com raizes 7,%,,%, ¥, pode-se
obter, através da resolucio do sistema linear de equacdes, os valores
dos coeficientes C,,C,,C,,C,.

Existe ainda uma condicao, que é obtida a partir do principio de
que todas as raizes devem ser distintas A<0 ou A>0 com P<0 e
D < 0. A partir da equacao geral de quarta ordem, representada por
ax' +bx’ +ex’ +dx+e=0, em que @,b,C, d e sdo os coeficientes da
equacao, tendo que o discriminante A é obtido pela formula (REES,
1992).

A =256a°¢ —192a°bd* —128a*c*e” +144a’cd’e—27a°d" +144ab*ce* — 6ab*d*e
—80abc’de +18abcd® +16ace —4ac’d®
—27b%e* +18b°cde — 4b’d* — 4b* e + b*c*d*.
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Portanto:

A=s3(4s) —2752)—16s,(16s; +8s.s, +95,52 +57').
Os parametros P e D sdo obtidos pela féormula

P =8ac—-3b> =-38s,,
D =64a’e—16a’c’ +16ab’c —16a’bd —3b* = —64s, —16s,.

Assim: -85, >0 e —64s, —16s, > 0.

O produto das raizes 7,15, = $; e a soma das raizes r. +r, +r,+r, =0,
implicam que o termo s, #0, para que a existéncia da férmula de Binet
seja possivel.

Definicao 24. A equacdo caracteristica da sequéncia (5,,5,,..-,5.,_;)
-Z-dovan é nomeada de acordo com a Definicdo 19, sendo:

_ ol 5 vee gy o(®) _ ol 93 o™ _
L R O S B e T SIS Ob M A SR 2 =0

z—1 )
x° - (Z ijszfl) =0,
J=1

em que S;,8y,..., 8, el, n,5,h,...,I, sdo asraizes, onde, para se
realizar o cdlculo das raizes da equacdo caracteristica a partir do 5°, é
necessaria utilizacao de algum recurso computacional.

Definicdo 25. Para n €[] , tem-se que a férmula de Binet da se-
quéncia (8,5, ,S(Z_l)) -Z-dovan é dada por

(n) — n n n
g =Cr"+Cr' +..+Cr/,

(8552 58

em que C,,C,,...,C, sdo os coeficientes da funcao, #,7,,...,, as
raizes da equacao caracteristica.

O discriminante e as raizes da equacido devem ser diferentes de
zero. Isso pode ser facilmente verificado calculando-se os coefi-
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cientes da férmula de Binet com o determinante de Vandermonde
(BJORCK; PEREYRA, 1970; HORN; JOHNSON, 1994), conforme apre-
sentado abaixo:

1 1 1
noor ... T
2 2 2 | _ _
Det|ny” 1 ... r|= II (r, =)
. . . . 220> 22
z z z
Lh 5 .

O discriminante deve ser realizado de acordo com a ordem das
equacoes, e se uma raiz for igual a outra, o determinante sera igual
a 0. Logo, ndo havera formula Binet para a extensdo da sequéncia
da matriz.

Para moldar o produto raizes da equacdo da sequéncia (S, $,
,...,S(Z_l))-Z—dovan, tem-se que %%, =5, e h+n+..+r=0 Com isso,
¢ possivel concluir que 5., #0, pois se essa condicédo for negativa, a
férmula de Binet ndo existira.

A formula de Binet pode ser aplicada para a sequéncia (8,85
-Z-dovan desde que as condi¢Oes propostas sejam atendidas.

Ja para a obtencdo da funcao geradora, tem-se que uma fungio ge-
radora consiste em resolver recorréncias lineares cujos coeficientes
sejam constantes (KOSHY, 2001). Esta técnica demonstrou um méto-
do de realizar o calculo para obter os termos de uma sequéncia, sem
precisar conhecer os seus elementos antecessores.

Teorema 29. A funcao geradora da sequéncia (S, $§,)-Padovan,
em que n €[], é dada por:

1+x

g(h s X) =T
(n)(s1,5,)° 1—S1x2 _S2x3

103



Demonstragdo. Para numeros de Padovan, esta funcdo é¢ multi-

. 2 3 « . S -~
plicada por s§x°,s,X nas equagoes abaixo, devido & sua relacao de
recorréncia.

Assim, para a sequéncia (), ,)-Padovan, onde F,=F=P =1, ¢
Fiy .. > tem-se que:

g(P,y )2 X) = B+ Bx+Px* + Px’ + Px' +... (1.28)
slng(lzzn)(shsz),x) =s,Px’ +5Px" +5,Px* +s1P3x5 +5,Px°+... (1.29)
s2x3g(fzn)(sl e X) = $,Px° +5,Px* +5,Px° +5,Px° +5,Px +... (1.30)

Com base na Equacédo (1.28-1.29-1.30), tem-se que:
8(F s, 01 —5,x" —5,x°) = B +PBx+(P, —Po)x2
g(l"(n)(sI ) x)(1- s,x2 - s2x3) =1+x

I1+x
g(F, 500 %)

- 2 3
I-5x" —s,x

Através da série de Taylor, em que se apresenta a divisio direta da
funcao geradora, é possivel obter os termos de uma sequéncia. Dessa
forma, o expoente da varidvel representa a posicdo do termo da se-
guéncia, e o seu respectivo coeficiente representa o termo da sequén-
cia, fundamentado no trabalho de Meyer e Rubinfeld (2005).

De modo similar, sera realizada a investigacdo de outro teorema
para a sequéncia (s, s,, s.) -Tridovan, de maneira analoga ao trabalho
de Vieira, Alves e Catarino (2019c), apenas alterando-se os valores
iniciais.

Teorema 30 A funcéo geradora da sequéncia (s, s,, s,) -Tridovan
para nell édada por:

1

2 3 4
l—sx" =5, —85;x

g(T,,),x)=
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Demonstmgda A funcdo g(T n),X) € multiplicada por Sx Szx e
S3x de acordo com a férmula de recorréncia (Definicdo 18) em que
=0,T, =LT, =s,+s,, e T - Assim, tem-se:

’ (1) 27 (2) 27(3) (n)(81,87.8
3 4
8T sy0X) =Ty X + Ty + Ty x” + Ty x* . (1.31)
2
5,x g(]}n)(_“YSZ,S}),)C):sl (O)x +5,T, x +s1T(2)x +5,15 x +s]T(4)x +... (1.32)
3 4 5 6 7
S, X g( (1)(51.5> y3)’x)2527;0)x +8, T X" +8,T0x" +8,T5x" +8,Tx" +... (1.33)
4 5 6 7 8
5,X ‘o(T o m,x) =570, %" + 81X +55T5, %" + 5575 x" +5,T,% +... (1.34)

De acordo com a equacdo (1.31-1.32-1.33-1.34), percebe-se que

2 3
(s, A= 5,37 =5,07 —5,0%) = Ty + Ty x + () = T 3™ + (T = 5,1y = 5,110 )x

g(T, (1)(51,55 c;)ax)(l_sﬂcz_szx 83X ):1
1

2 3 4"
I—5x" =5, —83x

g(TEn)(sl,sZ 253) x) =

Dados os resultados referentes as funcdes geradoras das sequén-
cias anteriores, pode-se obter a funcado geradora da sequéncia (
8158550458,y )-Z-dovan.

Definicdo 26. A funcdo geradora da sequéncia (Sl,Sz,...,S(Z_I))
-Z-dovan para ne€ll onde Zy.,. ..., =Zu ¢ dada por:

X
g(Z(n)ﬂx) =

1- (Zs x’”)

em que Z representa a ordem da sequéncia. Para esta definicio, uti-
liza-se, no caso da SP, a sequéncia com os valores iniciais iguais a

P =1,P=0,P,=1.

Contudo, pode-se concluir que a SP é um caso particular da se-
quéncia (S;,5,5--+55._1))-Z-dovan, que € obtida depois de atribuir os
valores iguais a 1 para as variaveis definidas por §,5, .
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Relacoes recorrentes Bi, Tri e N-dimensionais

De maneira sucinta, quando se tem os elementos do tipo @+ bi,
em que [ e b sdo os termos da SP, adequando-se & notacio geral des-
crita na forma P, =P_,+P i, para um indice n €[] , destacando-se
a unidade imaginaria I, em que ;> = —1, pode-se avistar essa repre-
sentacdo como um numero complexo de Padovan (HARMAN, 1981).
Com isso, de agora em diante, serdo abordados mais elementos sobre
este assunto.

De modo semelhante ao que Oliveira, Alves e Paiva (2017) e Vieira,
Alves e Catarino (2019b) realizaram para a SF e para a sequéncia de
Leonardo respectivamente, esta subsecdo discutira algumas proprie-
dades inerentes as relacoes bidimensionais oriundas da recorréncia
da SP (P(n)=P(n-2)+P(n-3)).

E possivel também obter o seguinte plano de coordenadas das
equacodes de recorréncia, portanto, quaisquer nxm sdo validos para
todos os casos em ambos os eixos (ver Tabela 5).

Tabela 5 - Plano de Padovan bidimensional para os valores iniciais.

5 | 342 342 3+2i 6+4 6+4i 9+6i
412421 2421 2421 4+4 4+4i 6460
3 2+i 241 2+i 4+2i 442 6430
2 1+i 1+i 1+i 2421 242 3430

1 1+ 1+ 1+ 242 2+2i 3+3i
0 1 1 1 2 2 3

nxm 0 1 2 3 4 5
Fonte: Elaborado pelos autores

Definicdo 27. Os numeros da forma P(n,m) representardo os
numeros da SP bidimensional e, devem satisfazer as seguintes condi-
cOes bidimensionais de recorréncia, em que m,n,el] :
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P(n,m)=P(n—2,m)+ P(n—3,m)€ P(n,m)=P(n,m—2)+P(n,m-3).

Com os seguintes valores iniciais definidos:
P(0,0)=1,P(1,0)=1,P(2,0)=1,P(0,1) =1+, P(0,2) =1+, P(1,1) = 1 +i, P(1,2) = 1 +1,
PQ2,1)=1+i,P(2,2)=1+iemque ;> =—1 € P(0)=P(1)=P(2)=1,P(-1)=0.

Lema 1. Valem as seguintes propriedades:

(@) P(n,0)= P(n),

(b) P(0,m) = P(m)+ P(m—1)i,

(c) P(n,1)= P(n)+ P(n)i,

@ P(1,m)=P(m)+ P(m—-1)i.

Demonstracdo. (a) Sendo P(n,m)=P(n—2,m)+ P(n—-3,m) e os valores
iniciais P(0,0)=1= P(0),P(1,0)=1=P(1),P(2,0)=1=P(2) e aplicando-se o
segundo principio da inducdo finita sobre 1, onde fixa m=0 e varia
n=0,1,2,.... Observe:

P(n,0) = P(n—2,0)+ P(n—3,0):

P(3,0) = P(1,0)+ P(0,0) = 2 = P(3);
P(4,0) = P(2,0)+ P(1,0) =2 = P(4);
P(5,0) = P(3,0)+ P(2,0) = 3= P(5);
P(6,0) = P(4,0)+ P(3,0) =4 = P(6);

P(n—-3,0)=P(n—-5,0)+ P(n—6,0)=P(n-3);
P(n—-2,0)=P(n-4,0)+ P(n—5,0)=P(n-2),
P(n-1,0)=P(n-3,0)+P(n—4,0)=P(n-1),
P(n,0)=P(n—-2,0)+P(n—3,0)=P(n—2)+ P(n—3) = P(n).

Desse modo, verifica-se que vale a propriedade (a) P(n,0) = P(n).

Demodoanalogo,pode-seprovaravalidade(b) P(0,m) = P(m)+ P(m—1)i,
considerando a relacdo P(n,m)=P(n,m—2)+P(n,m-3) para
P(0,0) =1= P(0), P(1,0)=1= P(1), P(2,0)=1=P(2),P0,1)=1+i,P(0,2)=1+i
analisando a recursividade para n=0 e variando »,=0,1,2,3,.... Per-
cebe-se que:

107



P(0,m) = P(0,m—2)+ P(0,m—3):

P(0,3) = P(0,1)+ P(0,0) = 2+i = P(3) + P(2)i;
P(0,4) = P(0,2) + P(0,1) = 2+ 2i = P(4) + P(3)i;
P(0,5) = P(0,3)+ P(0,2) = 3+ 2i = P(5) + P(4)i;
P(0,6) = P(0,4) + P(0,3) = 4+3i = P(6) + P(5)i;

P(0,m—3)=P(0,m—5)+P(0,m—6)=P(m—3)+ P(m—4)i;
P(O,m—-2)=P0,m—4)+ P(0,m—5)=P(m—2)+ P(m—-3)i;
P(O0,m-1)=P(0,m-3)+ P(0,m—4)=P(m—1)+ P(m—2)i,
P(0,m)=P(0,m—-2)+P(0,m—-3)=P(m—2)+P(m—3)i+P(m—-3)+P(m—4).i
= P(m)+ P(m—-1)i.

Demonstrando a propriedade (b) P(0,m) = P(m)+ P(m—-1)i.
Seguindoomesmoprincipiodainducao,demonstra-seaproprieda-
de P(n,1)= P(n)+ P(n+1)i (¢),relacionandoa P(n,m) = P(n—2,m)+ P(n—3,m) epara
os valores iniciais P(0)=P(1)=P(2)=1P(0,1)=1+i, P(L,))=1+i,P(2,1) =1+1,
fixando m =1 e variando n=0,1,2,3,.... Segue que:
P(n,1)=P(n-2,1)+P(n-3,1):
P@3,1)=P(1,1)+P(0,1)=2+2i=P3)+ P(3)i;
P4, 1)=P2,1)+P(1,1)=2+2i=P(4)+ P(4)i,
P(5,1)=P@3, )+ P(2,1)=3+3i=P(5)+ P(5)i;
P(6,1)=P(4,1)+ P(3,1) =4+4i=P(6)+ P(6)i,

P(n-3,1)=P(n-5,1)+ P(n—6,1)=P(n—-3)+ P(n—3)i;
P(n—-2,1)=P(n—-4,1)+P(n—5,1)=P(n—2)+ P(n—2)i;
P(n—-1,1)=P(n-3,1)+ Pn—4,1)= P(n—1)+ P(n—1)i
P(n,)=P(n-2,1)+P(n—-3,1)=P(n—2)+P(n—2)i+P(n-3)+ P(n—-3)i
= P(n)+ P(n)i.

Provando que (c) P(n,1) = P(n)+ P(n)i.
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Por fim, analogamente segue a prova de (d) P(1,m) = P(m+1)+ P(m)i
, considerando a relacdo P(n,m)=P(n,m-2)+P(n,m-3) e os valores
P(0)=P(1)=P(2)=1P(1,0)=1,, P(L1)=1+i,P(1,2) =1+i fixando n=1 e va-
riando m=0,1,2,3,....
Note que:
P(1,m) = P(l,m—2)+ P(l,m—3):
P(1,3)= P(L,1)+ P(1,0) =2 +i = P(3) + P()i;
P(1,4) = P(1,2) + P(1,1) = 2+ 2i = P(4) + P(3)i;
P(1,5) = P(1,3)+ P(1,2) =3+ 2i = P(5) + P(4)i;
P(1,6) = P(1,4)+ P(1,3) = 4+ 3i = P(6) + P(5)i;

P(1,m—3) = P(1,m—5)+ P(l,m—6) = P(m—3) + P(m— 4)i;
P(L,m—2)=P(l,m—4)+ P(1,m—5) = P(m—2)+ P(m—23)i;
P(L,m—1)= P(,m—3)+ P(1,m—4) = P(m—1) + P(m - 2)i;
P(1,m) = P(1,m—2)+ P(l,m—3)

= P(m—2)+ P(m—23)i+ P(m—3)+ P(m—4)i

Demonstrandoassim aultima propriedade (d) P(1,m) = P(m)+ P(m—1)i.

Teorema 31. Para os dois inteiros, n,m €[] , os numeros na forma
P(n,m) sao descritos por:

P(n,m) = (P(n)P(m))+(P(n)P(m—1))i.

Demonstracdo. Fixando o valor do numero natural !, pode-se rea-
lizar a demonstracao através de inducao sobre m . Para o valor de
m=0, existe a propriedade (b) P(n,0)=P(n)PQ)+P(n)P(-1)i=P(n)e
P(n,1) = P(n)P(1)+ P(n)P(0)i = P(n)+ P(n)i (c), validadas anteriormente
peloLemal,onde p(-1) =0, P(0) = P(1) = P(2) =1,cujosvaloresiniciaissao
P(0,0)=1,P(1,0)=1,P(2,0)=1,P(0,1) =1+, P(1,1) = 1+i, P(2,1) =1+, P(0,2) = 1 +i,
P(1,2)=1+i,P(2,2)=1+i. Para isso, serao calculados alguns valores de
P(n,m),variando m .

Para P(n,2), utiliza-se a recorréncia P(n,m)= P(n,m—2)+ P(n,m—3)
com os valores iniciais P(0,0) =1= P(0), P(1,0)=1= P(1), P(2,0) =1= P(2),
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P(0,2)=1+i,P(1,2)=1+i, P(2,2)=1+i, com m=2 fixo e n=0,1,2,3,...,
tem-se que:

P(n,2)=P(n—2,2)+P(n-3,2):

P(3,2) = P(1,2) + P(0,2) = 2+ 2i = P(3) + PQ3)i;
P(4,2) = P(2,2)+ P(1,2) = 2+ 2i = P(4) + P(4)i;
P(5,2) = P(3,2)+ P(2,2) =3+ 3i = P(5) + P(5)i;
P(6,2) = P(4,2)+ P(3,2) = 4+ 4i = P(6) + P(6)i;

P(n-3,2)=P(n—-5,2)+ P(n—06,2)= P(n-3)+ P(n-3)i;
P(n-2,2)=P(n—4,2)+ P(n—5,2)=P(n—2)+ P(n—2)i;
P(n-1,2)=P(n-3,2)+ P(n—4,2)=P(n—-1)+ P(n-1)i;
P(n,2)=P(n-2,2)+ P(n-3,2) =

P(n-2)+P(n-2)i+ P(n—3)+ P(n-3)i = P(n)+ P(n)i.

Assim, P(n,2)= P(n)+ P(n)i.

Fixando o valor de m =3, tem-se que:
P(n,3)=P(n-2,3)+ P(n-3,3):
P(3,3)=P1,3)+ P(0,3)=4+2i =2P(3)+ P(3)i;
P(4,3)=P(2,3)+ P(1,3)=4+2i=2P(4)+ P(4)i;
P(5,3)=P@3,3)+P(2,3)=6+3i=2P(5)+ P(5)i;

P(6,3) = P(4,3)+ P(3,3) = 8+ 4i = 2P(6) + P(6)i;

P(n-3,3)=P(n—-5,3)+ P(n—6,3)=2P(n—3)+ P(n—3)i;
P(n-2,3)=P(n—-4,3)+ P(n—-5,3)=2P(n—-2)+ P(n—2)i;
P(n-1,3)=P(n-3,3)+ P(n—4,3)=2P(n—1)+ P(n—1)i,
P(n,3)=P(n—-2,3)+P(n-3,3)
=2P(n—-2)+P(n—-2)i+2P(n—-3)+ P(n—3)i =2P(n)+ P(n)i.
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Contudo, supondo que para m=0,1,2,....,k—2 sejam validas as se-
guintes identidades descritas:
P(n,0) = P(n)l + P(n)0i = P(n)P(0)+ P(n)P(-1)i,
P(n,1) = P(n)1+ P(n)li = P(n)P(1) + P(n) P(0)i,
P(n,2) = P(m)1+ P(n)li = P(n)P(2)+ P(n)P(1)i;
P(n,3) = P(n)2+ P(n)li = P(n) P(3) + P(n) P(2)i;

P(n,k —3) = P(n)P(k —3)+ P(n)P(k — 4)iP(n, k — 2)
= P(n)P(k —2)+ P(n)P(k - 3)i.

Demonstrando para M=k, a partir da recorréncia
P(n,k)=P(n,k—2)+ P(n,k—3), tem-se que:

P(n,k) = P(n,k —2)+ P(n,k —3)
P(n,k) = P(n)P(k - 2)+ P(n)P(k - 3)i
+P(n)P(k - 3)+ P(n)P(k - 4)i

= P(n)P(k) + P(n)P(k - )i.

Doravante, discutiremos as relacdes tridimensionais, de acordo
com Harman (1981), onde este explica que os numeros denomina-
dos por P(n,m) representam o conjunto dos Gaussianos Inteiros
(n,m)=n+mi, sendo I e M inteiros. Assim, com o viés de verifi-
car essa extensdo dos termos da SP para uma dimensdo complexa,
as relacoes de recursividade do caso tridimensional para a SP serdo
explicadas.

Definicdo 28. Para a SP, considerando os seguintes valores ini-
ciais, definidos como:

P(0,0,0) =1= P(0), P(1,0,0) = 1 = P(1), P(2,0,0) =1= P(2), P(0,1,0) = 1+, P(0,0,1) =1+ j,
PLLD)=1+i+ jPO,L,)=1+i+j,P(1,0,1)=1+;,P(1,1,0)=1+i, P(2,1,1) =1+i+j
P(2,1,0)=14i,P(0,2,0)=1+i, P(0,2,1) =1+i+ j, P(1,2,0) =1+, P(0,0,2) =1+ ,
P(0,1,2)=1+i+ j,P(1,0,2) =1+ j,P(1,1,2) =1+i+ j,P(,2,1)) =1+i+ j, P(0,2,2) =1 +i+ j
e P(2,0,1)=1+; , em que ;’ = j*=-1, formando os niumeros na forma
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P(n,m, p) satisfazendo as seguintes condicoes tridimensionais de
recorréncia, em que n,m, p..0:

P(n,m,p)=P(n-2,m,p)+P(n-3,m,p)
P(n,m, p)=P(n,m—-2,p)+P(n,m—2,p)
P(n,m,p)=P(n,m,p—-2)+P(n,m,p-3)

O seguinte plano de coordenadas pode ser obtido a partir de equa-
¢Oes de recorréncia, portanto, quaisquer AXmXp sdo validos para
todos os casos em ambos os eixos (ver Tabela 6, 7 € 8).

Tabela 6 - Plano de Padovan tridimensional para os valores iniciais para p = 0.

5 3+2i 3+2i 3+2i 6+4i 6+4i 9+ 6i
4 2+2i 242§ 2420 4+4f 4+4i 6+ 6i
3 2+i 2+i 2+i 4+2i 4+72i 6+3i
2 1+ 1+ 1+ 2+2i 2+2i 3+3i
1 1+i 1+i 1+i 2+2i 2+2i 3+3i
(i} 1 1 1 2 2 3
nxm 0 1 2 3 4 5

Fonte: Elaborado pelos autores

Tabela 7 - Plano de Padovan tridimensional para os valores iniciais para p =1.

° 3+2i+3j 3+2i+3j 3+42i+3j 6+4i+6j 6+4i+6j 9+6i+9;
b 1042i42) 2420425 242042 4+4itd] 4+4i+4]  6+6i+6)
8 1 24it2) 24i42) 24i+2) 4+2i+4] 4+2i+4)  6+3i+6)
2 l4it]  l4i+j  l+it)  242i42) 242i+2j 343i+3/
1 1+i+ ) witj  lwitj  2420+2) 242042 343i+3/
0 .y .y 1+ 242 242  3+3)
xm 0 1 2 3 4 5

Fonte: Elaborado pelos autores
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Tabela 8 - Plano de Padovan tridimensional para os valores iniciais para p = 2.

5 3+2i+3j 3+42i+3; 3+2i+3j 6+4i+6j 6+4i+6j 9+6i+9;)
ol 242042 24242/ 242042) 4+4i+4) 4+4itd) 6+6i+6)
3 24+i+25 2+4i+25 2+i+2j 4+2i+4j 4+2i+4] 6+43i+6j
2 L4it) 14it) l4it]  242i+2j 242i+2j 34343
1 it 1y L4i+]  242i+2j 242i+2j 343i+3)
0 1+ +j 1 242 242 343/
nxm 0 1 2 3 4 5

Fonte: Elaborado pelos autores

Lema 2. As seguintes propriedades sio validas para a SP:

(@)
(b)
©
@

P(n,0,0)=P(n)

P(n,1,1)= P(n)+ P(n)i+ P(n)j’
P(n,1,0) = P(n)+ P(n)i’
P(n,0,1)=P(n)+P(n)j-

Demonstraggo. Para demonstrar a propriedade (a) P(n,0,0) = P(n)
, sera considerada a relacdo P(n,m, p)=P(n—2,m,p)+P(n—3,m,p) e
os valores iniciais P(0,0,0)=1= P(0),P(1,0,0)=1=P(1), p(2,0,0)=1=P(2) -
Assim, para m= p =0, ou seja, P(n,0,0)=P(n—-2,0,0)+P(n-3,0,0), va-
riando »=(0,1,2,3,...). Pode-se perceber que:

P(n,0,0)=P(n-2,0,0)+ P(n-3,0,0):

P(3,0,0)=P(1,0,0)+ P(0,0,0) =2 = P(3);
P(4,0,0)=P(2,0,0)+ P(1,0,0) =2 = P(4);
P(5,0,0)=P(3,0,0)+ P(2,0,0) =3 = P(5);
P(6,0,0) = P(4,0,0)+ P(3,0,0) =4 = P(6);

P(n-3,0,0)= P(n—5,0,0) + P(n—6,0,0) = P(n—3);
P(n-2,0,0) = P(n—4,0,0)+ P(n—5,0,0) = P(n—2);
P(n—1,0,0)= P(n—3,0,0)+ P(n—4,0,0) = P(n—1);

P(n,0,0) = P(n—2,0,0)+ P(n—3,0,0) = P(n—2) + P(n—-3) = P(n).
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Agora, para validar a propriedade (b) P(n,1,1)= P(n)+ P(n)i+P(n)j, uti-
liza-se a relacdo P(n,m, p)=P(n—2,m, p)+ P(n—3,m, p) com 0s valores ini-
ciais P(0)=1,P(1)=PQ2)=1,P(1,1,1)=1+i+ j,P(0,1,1)=1+i+ jeP(2,1,1)=1+i+ ;.
Logo, a recursividade para m=p=1, isto &, P(n+2,1,1)=P(n,1,1)+ P(n—1,1,1),
onde n=(0,1,2,3,...), é tal que:

P(n,1,1)= P(n-2,1,1)+ P(n—3,1,1):

P(3,1,1) = P(1,1,1)+ P(0,1,1) =2+ 2i + 2 = P(3) + P3)i + P(3) J;
P(4,1,1) = P(2,1,1)+ P(1,1,1) =2+ 2i + 2j = P(4) + P(4)i + P(4) j;
P(5,1,1)= P(3,1,1)+ P(2,1,1) =3+ 3i + 3 = P(5)+ P(5)i + P(5) J;
P(6,1,1) = P(4,1,1)+ P(3,1,1) = 4+ 4i + 4 = P(6) + P(6)i + P(6) j;

P(n-3,1,1)= P(n-5,1,1)+ P(n—6,1,1)= P(n—3)+ P(n—-3)i+ P(n—-3)J;
P(n-2,,L1)=P(n-4,1,1)+ P(n-5,1,1)= P(n—-2)+ P(n-2)i+ P(n-2)J;
P(n-1,1,1)=P(n=-3,L)+ Pn—4,1,1)= P(n—-1)+ P(n—1)i+ P(n—-1);
P(n,1,1)=P(n-2,1,1)+ P(n—3,1,1)
=P(n-2)+P(n-2)i+P(n-2)j+P(n-3)+P(n-3)i+P(n-3)j

= P(n)+ P(n)i+ P(n)j.

Sendo assim, para a terceira propriedade (c) P(n,1,0)= P(n)+ P(n)i
com P(n,m,p)=P(n-2,m,p)+P(n-3,m,p) ,avaliando-se a recorrén-
cia para m=1e p =0, ou seja, P(n,1,0)=P(n-2,1,0)+P(n-3,1,0), onde
n=(0,1,2,3,...) com P(0) = P(1) = P(2) =1, P(1,1,0) =1+, P(0,1,0) =1+i
e P(2,1,0)=1+i. Logo:

P(n,1,0)=P(n—2,1,0)+ P(n—3,1,0):

P(3,1,0) = P(1,1,0)+ P(0,1,0) = 2+ 2i = P(3) + P(3)i;
P(4,1,0) = P(2,1,0)+ P(1,1,0) = 2+ 2i = P(4) + P(4)i;
P(5,1,0) = P(3,1,0)+ P(2,1,0) = 3+ 3i = P(5) + P(5)i;
P(6,1,0) = P(4,1,0)+ P(3,1,0) = 4+ 4i = P(6) + P(6)i;

P(n-3,1,0)= P(n-5,1,0)+ P(n—6,1,0) = P(n—3)+ P(n—3)i;
P(n-2,1,0)=P(n—-4,1,0)+ P(n—5,1,0) = P(n—2)+ P(n—2)i;
P(n-1,1,0)=P(n-3,1,0)+ P(n—4,1,0)= P(n-1)+ P(n-1)i;
P(n,1,0)=P(n-2,1,0)+ P(n—-3,1,0)
=P(n-2)+P(n-2)i+P(n-3)+ P(n-3)i = P(n)+ P(n)i.
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Por fim, utilizando a inducdo, pode-se demonstrar a pro-
priedade (d)  P(n,0,1)=P(n)+ P(n)j.através da recorréncia
P(n,m,p)=P(n—2,m,p)+P(n-3,m,p) para m=0 e p=1, isto ¢,
P(n+2,0,1)= P(n,0,1)+ P(n—1,0,1) com a variacao de n=(0,1,2,3,...),
os valores iniciais P(0)=P(1)=P(2)=1,P(1,0,1) =1+ j, P(0,0,1)=1+; €
P(2,0,1)=1+ ;. Com isso, percebe-se que:

P(n,0,1) = P(n—2,0,1)+ P(n—3,0,1):

P(3,0,1) = P(1,0,1) + P(0,0,1) =2 +2j = P(3) + P(3) j;
P(4,0,1) = P(2,0,1)+ P(1,0,1) =2+ 2 = P(4) + P(4) j;
P(5,0,1) = P(3,0,1)+ P(2,0,1) =3+3j = P(5)+ P(5) J;
P(6,0,1) = P(4,0,1)+ P(3,0,1) =4+ 4 j = P(6) + P(6) j;

P(n-3,0,1)= P(n—>5,0,1)+ P(n—6,0,1) = P(n—3)+ P(n—3) ;
P(n-2,0,1)=P(n—4,0,1)+ P(n—5,0,1) = P(n—2)+ P(n—2) ;
P(n-1,0,1)= P(n—3,0,1)+ P(n—4,0,1) = P(n—1)+ P(n—1) j;
P(n,0,1)= P(n—-2,0,1)+ P(n—3,0,1)
=P(n-2)+P(n-2)j+P(n-3)+P(n-3)j=Pn)+P(n)j.

De modo andlogo, aplicando o segundo  princi-
pio indutivo sobre n nas relacdes recursivas, tem-se que
P(n,0,0)=P(n),P(n,1,1) = P(n)+ P(n)i+ P(n)j, P(n,1,0) = P(n)+ P(n)i
e P(n,0,1)=P(n)+ P(n)j . Por inducdo, constatam-se as propriedades
em P ,como:

P(n,0,0) = P(n), P(p,1,1) = P(p) + P(p)i + P(p) j, P(p,1,0) = P(p) + P(p)i
e P(p,0,1) = P(p)+P(p)J-

Lema 3. Sejam validas as seguintes propriedades:
(@) P(0,m,0)=P(m)+ P(m-1)i’

) P(0,m,1)=P(m)+ P(m—1)i+ P(m)j’

¢ P(1,m,0)=P(m)+ P(m-1)i’

@ P(1,m,1)=P(m)+P(m—1)i+P(m)j-
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Demonstracdo. (a) A partir da recorréncia P(n,m, p)= P(n,m-2, p)+ P(n,m-3, p)
e com os valores iniciais P(0)=P()=P(2)=1,P(0,0,0)=1,P0,1,0)=1+i e
P(0,2,0)=1+7, pode-se aplicar o segundo principio da inducio sobre m
emn=p=0,

Assim, variando m=1,2,3,...,k, percebe-se que:

P(0,m,0) = P(0,m —2,0)+ P(0,m—3,0):

P(0,3,0) = P(0,1,0)+ P(0,0,0) = 2 +i = P(3) + P(2)i;
P(0,4,0) = P(0,2,0)+ P(0,1,0) = 2+ 2i = P(4) + P3)i;
P(0,5,0) = P(0,3,0) + P(0,2,0) = 3+2i = P(5) + P(4)i;
P(0,6,0) = P(0,4,0)+ P(0,3,0) = 4+ 3i = P(6) + P(5)i;

P(0,k—3,0) = P(0,k —5,0)+ P(0,k —6,0) = P(k —3) + P(k — 4)i;
P(0,k—2,0) = P(0,k —4,0)+ P(0,k —5,0) = P(k —2) + P(k - 3)i;
P(0,k—1,0) = P(0,k —3,0)+ P(0,k —4,0) = P(k — 1) + P(k — 2)i;
P(0,k,0) = P(0,k —2,0)+ P(0,k —3,0)

= P(k—2)+ P(k —3)i+ P(k —3) + P(k — 4)i = P(k) + P(k - ).

Validando a propriedade (a) P(0,m,0) = P(m)+ P(m—1)i.

(b) Sendo P(n,m,p)=Pn,m-2,p)+P(n,m—-3,p) e com
P(0)=P(1)= P(2)=1,P(0,0,1) =1+ j, P(0,1,1) =1+i+ j,P(0,2,1) =1+i+j ,
de modo andlogo ao realizado para a demonstracao do item (a), segue
o0 mesmo principio sobre M em n=0 e p=1.Assim para m =k :

P(0,m,1) = P(0,m—2,1)+ P(0,m—3,1):

P(0,3,1)= P(0,1,1)+ P(0,0,1) =2 +i +2j = P3) + P(2)i + P(3) ;
P(0,4,1) = P(0,2,1)+ P(0,1,1) =2 +2i + 2 j = P(4) + PQ3)i + P(4) J;
P(0,5,1)= P(0,3,1)+ P(0,2,1) =3+2i +3j = P(5)+ P(4)i + P(5) j;

Validando a propriedade (b) P(0,m,1) = P(m)+ P(m—1)i+ P(m);j .

(c)Sendo P(n,m, p) = P(n,m -2, p)+ P(n,m-3,p) e P(0) = P(1)= P(2) =1,
P(1,0,0)=1,P(1,1,0)=1+i,P(1,2,0)=1+i, analogamente ao realizado an-
teriormente, segue o mesmo principio sobre M em n=1¢e¢ p=0,
Logo, para m =k, tem-se que:
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P(1,m,0) = P(lm—2,0)+ P(1,m—3,0):

P(1,3,0) = P(1,1,0)+ P(1,0,0) = 2 +i = P(3) + P()i;
P(1,4,0) = P(1,2,0)+ P(1,1,0) = 2+ 2i = P(4) + P(3)i;
P(1,5,0) = P(1,3,0) + P(1,2,0) = 3+ 2i = P(5) + P(4)i;
P(1,6,0) = P(1,4,0)+ P(1,3,0) = 4+ 3i = P(6) + P(5)i;

P(1,k—3,0)= P(1,k —5,0)+ P(1,k —6,0) = P(k - 3) + P(k — 4)i;
P(Lk—2,0)= P(Lk—4,0)+ P(1,k —5,0) = P(k —2) + P(k — 3)i;
P(L,k—1,0) = P(L,k —3,0)+ P(1,k —4,0) = P(k — 1)+ P(k - 2)i;
P(L,k,0) = P(1,k —2,0)+ P(I,k —3,0)

= P(k—2)+ P(k —3)i + P(k —3) + P(k — 4)i = P(k) + P(k — ).

Demonstrando a propriedade (c) P(1,m,0) = P(m)+ P(m—1)i.

(d) Sendo P(n,m, p)=P(n,m-2, p)+P(n,m—3,p) € P(0)=P()=P2)=1,
P1,0,1)=1+ j,P(1,1,1)=1+i+ j,P(1,2,1)=1+i+ j , de modo andlogo segue
0 mesmo principio sobre m em n=p=1.Com isso, para m=k, tem-se
que:

P(,m,1)=P(1,m-2,1)+P(l,m-3,1):

P13, =P LD+ P(L,0,1)=2+i+2j=P3B)+PQR)i+PQ3)/;
P1,41D)=P12,D)+P111)=2+2i+2j=P4)+ PQ3)i+P4)/;
P(1,5,1)=P(1,3,1)+ P(1,2,1)=3+2i+3j = P(5)+ P(4)i+ P(5);
P(,6,1)=P(1,4,1)+ P(1,3,1)=4+3i+4j = P(6)+ P(5)i+ P(6) J;

P(L,k=3,1)= P(L,k—5,1)+ P(L,k—6,1) = P(k —3) + P(k — 4)i + P(k —3) j;
P(Lk-2,1)=P(Lk—4,1)+ P(Lk—5,1)= P(k—2)+ P(k - 3)i + P(k - 2) J;
P(Lk-11)=P(Lk-3,1)+ P(k—4,1) = P(k - 1)+ P(k - 2)i + P(k 1) J;
P(Lk,1) = P(Lk-2,1)+ P(L,k—3,1)

= P(k-2)+P(k—3)i+ P(k—2)j + P(k—3)+ P(k — 4)i+ P(k - 3) j

= P(k)+ P(k - 1)i+ P(k) j.

E entdo validada a propriedade (d) P(1,m,1) = P(m)+ P(m—1)i + P(m).
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Lema 4. Valem as seguintes identidades:

@
(b)
(©
@

P(0,0, p) =P(p)+P(p—-1)/,
P(0,1, p) = P(p)+ P(p)i+ P(p—1)J,
P(1,0,p)=P(p)+P(p-1J,
P(LL p)=P(p)+P(p)i+P(p—1)j.

Demonstragao. (2) Sendo P(n,m, p) = P(n,m, p—2)+ P(n,m, p—3) COM 0S
valores iniciais p(o) = p(1) = P(2) =1, P(0,0,0) = 1, P(0,0,1) = 1+ j, P(0,0,2) = 1+ j €,
aplicando-se o segundo principio dainducao sobre P paran=m=0
evariando p=12,3,....k  tem-se que:

P(0,0, p)=P(0,0,p—-2)+ P(0,0,p-3):
P(0,0,3)=P(0,0,1)+ P(0,0,0) =2+ j=P3)+ P(2)/;
P(0,0,4)=P(0,0,2)+ P(0,0,1)=2+2j=P(4)+ P(3)J;
P(0,0,5)=P(0,0,3)+ P(0,0,2)=3+2j=P(5)+P4)J;
P(0,0,6) = P(0,0,4)+ P(0,0,3)=4+3;=P(6)+ P(5)/;

P(0,0,k —3) = P(0,0,k —5)+ P(0,0,k —6) = P(k —3) + P(k — 4) ;

P(0,0,k —2) = P(0,0,k —4) + P(0,0,k —5) = P(k —2) + P(k —3) j;
P(0,0,k —1) = P(0,0,k —3)+ P(0,0,k —4) = P(k 1)+ P(k —2) J;
P(0,0,k) = P(0,0,k —2)+ P(0,0,k —3)

= P(k—2)+P(k-3)j+P(k—3)+P(k—4)j = P(k)+ P(k—1) .

Sendo entdo validada a propriedade (a) P(0,0,p)=P(p)+P(p-1)j.

(b)Sendo P(n,m, p) = P(n,m, p—2)+ P(n,m, p—3) comosvalores ini-
ciais P(0)=P(l)=P(2)=1,P(0,1,0)=1+i,P(0,,1)=1+i+ j,P(0,1,2) =1+i+
e aplicando-se o segundo principio da inducéo sobre P para n=0
e m=1 evariando p=12.,3,...,k, tem-se que:
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P(0,1, p)=P(0,1, p—-2)+ P(0,1, p—3):

P(0,1,3) = P(0,1,1)+ P(0,1,0) =2+2i+ j = P(3)+ P3)i+ P(2) j;
P(0,1,4) = P(0,1,2)+ P(0,1,1) =2+ 2i+2j = P(4)+ P(4)i+ P(3) j;
P(0,1,5)=P(0,1,3)+ P(0,1,2) =3+3i+2j = P(5)+ P(5)i+ P(4) j;
P(0,1,6) = P(0,1,4)+ P(0,1,3) =4+4i+3j = P(6)+ P(6)i+ P(5) j;

P(0,1,k—3) = P(0,1,k —5)+ P(0,1,k — 6) = P(k —3) + P(k - 3)i + P(k — 4) J;
P(0,1,k—2) = P(0,1,k —4) + P(0,1,k — 5) = P(k — 2) + P(k — 2)i + P(k —3) j;
P(0,1,k—1)= P(0,1,k —3)+ P(0,1,k —4) = P(k 1)+ P(k — )i + P(k —2) j;
P(0,1,k) = P(0,1,k —2)+ P(0,1,k —3)

= P(k—2)+ P(k—2)i+ P(k—3) j + P(k —3)+ P(k —3)i + P(k — 4)

= P(k)+ P(k)i+ P(k—1);.

Sendo entdo validada a propriedade (b) P(0,1, p) = P(p)+ P(p)i+ P(p-1),.

(c) Sendo P(n,m, p)=P(n,m,p—2)+P(n,m,p—3) com os valores ini-
ciais P(0)= P(l)= P(2)=1,P(1,0,0)=1,P(1,0,1) =1+ j, P(1,0,2) =1+ ; € apli-
cando-se o segundo principio da inducao sobre p paran=1e m=0
evariando p=1,2,3...,k , tem-se que:

P((1,0,p)=P1,0,p-2)+P(1,0,p—-3):
P(1,0,3)=P(1,0,1)+ P(1,0,0) =2+ j = P(3)+ P(2) J;
P(1,0,4)=P(1,0,2)+ P(1,0,1)=2+2; = P(4)+ P(3) j;
P(1,0,5)=P(1,0,3)+ P(1,0,2) =3+2j=P(5)+ P(4)J;
P(1,0,6) = P(1,0,4)+ P(1,0,3) =4+3j = P(6)+ P(5)J;

P(1,0,k —3) = P(1,0,k - 5)+ P(1,0,k —6) = P(k —3) + P(k —4) j;
P(1,0,k—2) = P(1,0,k —4) + P(1,0,k - 5) = P(k —2) + P(k —3) j;
P(1,0,k—1) = P(1,0,k —3)+ P(1,0,k —4) = P(k 1)+ P(k - 2) j;
P(1,0,k) = P(1,0,k —2)+ P(1,0,k —3)

= P(k—2)+P(k-3)j+P(k—3)+ P(k—4)j = P(k) + P(k—1)].

Validando a propriedade (c) P(1,0, p) = P(p)+P(p-1)j.

(d) Sendo P(n,m, p) = P(n,m, p—2)+ P(n,m, p—3) com os valores ini-
ciais P(0)=P(1)=P(2)=1,P(1,1,0)=1+i, P(LL,1)=1+i+ j,P(1,1,2)=1+i+j €
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aplicando-se o segundo principio da inducdo sobre p para n=m=1
evariando p=1,2,3,...,k, tem-se que:

P11, p)=PQ1,1,p-2)+P1,1,p-3):

P(1,1,3)=P(1,L,1)+ P(1,1,0)=2+2i+ j = P(3)+ P3)i+ P(2)j;
P(1,1,4)=P(1,1,2)+ P(LL1)=2+2i+2j=P(4)+ P(4)i+ P(3)J;
P(1,1,5)=P1,1,3)+ P(1,1,2) =3+3i+2j = P(5)+ P(5)i+ P(4) j;
P(1,1,6)=P(1,1,4)+ P(L,1,3)=4+4i+3j = P(6)+ P(6)i + P(5)/;

P(L,1,k-3)=P(,1,k=5)+ P(1,1,k—6) = P(k—3) + P(k—3)i + P(k - 4) ;
P(L1,k—2)=P(,1,k—4)+ P(1, 1Lk —5) = P(k —2) + P(k - 2)i + P(k -3) j;
P(LLk~1)=P(,1k—-3)+P(,1,k—4) = P(k =1)+ P(k —1)i + P(k —2) j;
P(L1L,k) = P(L,1,k—2)+ P(,1,k—3)

= P(k=2)+ P(k - 2)i + P(k—3) j + P(k —3)+ P(k = 3)i + P(k — 4) j

= P(k)+ P(k)i + P(k-1) .

Demonstrando a propriedade (d) P(L,1, p) = P(p)+P(p)i+P(p-1)j.

Teorema 32. Para os trés inteiros, n,m, p €[] , os numeros na for-
ma P(n,m, p) sdo descritos por:
P(n,m, p) = P(n)P(m)P(p)+ P(n)P(m—1)P(p)i+ P(n)P(m)P(p—1);.

Demonstragdo. Assim, para m =2 com
P(0,2,0) =1+, P(0,2,1)=1+i+ j,P(0,2,2)=1+i+ j, tem-se que:

P(0,2,3) = P(0,2,1)+ P(0,2,0) =2+ 2i + j = P3)+ P(3)i + P(2) j;
P(0,2,4) = P(0,2,2)+ P(0,2,1) =2+2i + 2 = P(4) + P(4)i + P(3) J;
P(0,2,5) = P(0,2,3)+ P(0,2,2) =3+3i+2j = P(5)+ P(5)i + P(4) j;
P(0,2,6)=P(0,2,4)+ P(0,2,3)=4+4i+3j=P(6)+ P(6)i+ P(5)/;

P(0,2,p—-3)=P(0,2, p—5)+P(0,2, p—6)=P(p—3)+ P(p-3)i + P(p—4) J;
P(0,2,p—2)=P(0,2, p—4)+ P(0,2, p—5) = P(p—2)+ P(p-2)i+ P(p-3) J;
P(0,2,p-1)=P(0,2, p—3)+P(0,2, p—4) = P(p—1)+ P(p-1)i + P(p-2) j;
P(0,2, p)=P(0,2, p—2)+ P(0,2, p—3)
=P(p-2)+P(p-2)i+P(p-3)j+P(p-3)+P(p-3)i+ P(p—4)j
=P(p)+P(p)i+P(p-1)j.

120



Contudo, quando se estimula o comportamento das propriedades
apresentadas anteriormente para m=1,2,3,..., k tem-se que:

P(0,0, p) = P(0)P(p)+ P(=D)P(p)i+ P(O)P(p=1)/;
P(0,1, p) = PP(p)+ P(O)P(p)i+ P()P(p=1)j;
P(0,2, p)= P(2)P(p)+ P)P(p)i + PQ)P(p=1);
P(0,3, p) = PG)P(p)+ PQ)P(p)i+ PGYP(p=1)/;
P(0,4, p) = P(4)P(p) + PO)P(p)i + P(4)P(p-1)j;
P(0,5, p) = PS)P(p) + P(HP(p)i+ PS)P(p=1);

P(0,k -3, p) = P(0,k =5, p)+ P(0,k -6, p) = P(k —=3)P(p)
HP(k=HP(p))i+(P(k=3)P(p-1)Jj;

P(0,k =2, p)=P(0,k—4, p)+ P(0,k -5, p) = P(k—2)P(p)
HP(k=3)P(p)i+(P(k=2).P(p-1)j;

P(0,k -1, p)=P(0,k -3, p)+P(0,k -2, p) = P(k—1)P(p)
HP(k=2)P(p))i+(P(k=1)P(p=1))j;

P(0,k, p)=P(0,k—2, p)+ P(0,k -3, p) = P(k—2)P(p)
HP(k=3)P(p)i+(P(k=2)P(p-1))j
+P(k=3)P(p)+(P(k=4)P(p))i+(P(k=3)P(p-1))j
=P(k)P(p)+(P(k=1)P(p))i+(P(k)P(p—1))].

Com isso, prova-se a veracidade do Teorema 32, por meio da sua
aplicacdo para n=1,2,3,...,k, na situacio apresentada a seguir:

P(,m, p)=PO)P(m)P(p)+P)P(m=1)P(p)i+ P()P(m)P(p-1)j;

P(2,m, p) = P(2)P(m)P(p)+ P(2)P(m=1)P(p)i + P(2)P(m)P(p 1) j;
P@,m, p) = PG)P(m)P(p)+ PG)P(m—=1)P(p)i+ PG)P(m)P(p-1)j;
P(4,m, p) = P(4)P(m)P(p) + P(4)P(m =1)P(p)i + P(4) P(m)P(p 1) j;
P(5,m, p) = P(5)P(m)P(p)+ P(S)P(m—=1)P(p)i+ P(S)P(m)P(p—1)/;

P(6,m, p) = P(6)P(m)P(p)+ P(6)P(m—1)P(p)i+ P(6)P(m)P(p~1)/;

P(k=3,m, p)=P(k—=3)P(m)P(p)+ P(k —3)P(m—1)P(p)i
+P(k=3)P(m)P(p-1)J;

P(k—2,m, p) = P(k—2)P(m)P(p)+ P(k—2)P(m-1)P(p)i
+P(k=2)P(m)P(p=1)J;

P(k—1,m, p) = P(k—=1)P(m)P(p)+ P(k —1)P(m—1)P(p)i
+P(k=1)P(m)P(p-1)/;
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As relacoes I-dimensionais foram baseadas nos trabalhos de Har-
man (1981) e Oliveira e Alves e Paiva (2017). Serao definidas as re-
lacoes recorrentes -Dimensionais da SP, designando-se assim uma
expressio generalizada para os numeros hipercomplexos descritos
na forma P(n,,n,,n;,...,n), em que I representa as varidveis. Os nu-
meros hipercomplexos sdo definidos na forma g, +ai +a,i, +...+a,i, em
que @y,4,,4,,...,d, representam os niumeros reais e i,k,-.-,I, S40 0s sim-
bolos que representam as unidades imaginarias inseridas (KANTOR,;
SOLODOVNIKOV, 1989).

Defini¢do 29. Seja P(n,n,,n;,...,n,) um nimero hipercomplexo de
Padovan, com /! variaveis e 1,1,,1,...,n, €l  para n..3, e o seguin-
te conjunto de unidades imagindarias (4 =i,&, = j,...,&,). Desse modo,
sdo definidos os valores iniciais a seguir:

P(0,0,0,...,0)=0
P(1,0,0,...,0) =1
P(0,1,0,...,0) = 14,
P(0,0,1,...,0) = u,
P(0,0,0,1,...,0) = 11,
P(0,0,0,0,1,0,...,0) = 4,

P(0,0,0,....1)=px, ,
P(LLL...D)=1+p+...+p,
PO,1L,1,....) =, +...+ 1,
P(LO,L...) =1+, +...+ p,
P(LLO,....) =1+ +p, +...+ p,

P(LLL..,LO) =14+ +p, +...+ 1 .

Assim, os numeros na forma P(n,,n,,n;,...,n ) satisfazem as se-

guintes condi¢des n-dimensionais de recorréncia:
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P(n,ny,n,,...,n)=P(n, —2,n,,n,,...,n)+P(n, =3,n,,n,,...,n,)

P(n,n,,n,,...,n)=Pn,n,—2,n,,...,n )+ P(n,n,=3,n,,...,m,)

P(n,n,,n,,...,n)=Pln,n,n,-2,...,n)+P(n,n,,n,=3,...,n)
P(n,,ny,n,,...,n)=P(n,n,,n,....n,—2)+ P(n,n,,n,...,n,—3).

Teorema 33. Os numeros na forma P(n,n,,n,...,n), tal que
n,ny,0ns,...,n, €0, 530 determinados por:

P(n,,ny,n,,...,n)=(P(n)P(n,)P(ny)...P(n,))+(P(n)P(n, —1)P(n,)...P(n,)) 1,
+(P(n,)P(ny)P(n,=1)...P(n))pt, +...+(P(n)P(n,)P(ny)...P(n, =) .

Demonstragdo.Partindodasdemonstracoesrealizadasnassubsecoes
anteriores,emquesaovalidososteoremas P(n,m) = P(n)P(m)+ P(n)P(m—1)i
€ P(n,m, p) = P(n)P(m)P(p)+ P(n)P(m—1)P(p)i+ P(n)P(m)P(p~1);. Dessa
forma, por meio do passo indutivo, pode-se verificar que:

P(nlanz):P(nl)P(n2)+P(n1)P(n2 -1
P(nlanz’n3) :P(”l)P(nz)P(n3)+P(”1)P(n2 _1)P(n3)i+P(n1)P(n2)P(n3 _1)j

Py ny,ny,m,) = P(m ) P(ny) P(ny) P(ny) + P(my ) P(ny = 1) P(ny) P(n, )i+ P(my ) P(ny ) P(ny = 1) P(n,) j
+P(n)P(n,)P(ny)P(n, — 1)k

P(n,n,,n,,...,n,)=(P(n)P(n,)P(n,)...P(n,))
+(P(n)P(n, =1)P(n;)... P(n,)) py + (P(m) P(ny) P(ny =1)...P(n,)) p,
+...+(P(n)P(n,)P(n,)...P(n, - ) .

Quatérnios de Padovan

Um quatérnio ¢ uma extensio dos numeros complexos, estuda-
dos em Algebra Linear, desenvolvidos em 1843 por William Rowan
Hamilton (1805-1865). Ha duas estruturas quaterniénicas, a priori:
quatérnios em [ , possuindo componentes reais, e os quatérnios
complexos (biquatérnios) em [ ] , possuindo varidveis complexas. Os
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quatérnios sdo compreendidos como somas formais de escalares com
vetores usuais do espaco tridimensional, existindo quatro dimensées
(OLIVEIRA, 2018).

Um quatérnio € descrito por: ¢ = a + bi +¢j + dk,onde a,b,c,d sao nu-
meros reais e i,j,k a parte ortogonal na base [’ Tem-se ainda que
¢, =a,+bi+cj+dk € q,=a,+bji+c,j+d,k sdo dois quatérnios distintos.
Assim, as operacdes escalares de adicdo, igualdade e multiplicacdo
entre eles sdo: ¢, +gq,=(a,+a,)+ (b +b,)i+(c +c,)j+(d +d,)k. Sendo
4, =49, apenas se g, =a,,b =b,,c, =c,,d, =d,. E para acll , tem-se que
aq,=aa,+abi+acj+adk.

Um numero complexo é definido por a+bi, onde !l e b sdo nime-
ros reais e | é o numero imaginério, nio fazendo parte dos numeros
reais, e possuindo a propriedade i* =-1. Assim, os quatérnios pos-
suem quatro vetores de base (l,i, j,k), existindo trés componentes
imagindrios chamados i,j,k, em que essas sao trés raizes quadra-
das e diferentes (CATARINO, 2018).

Esse produto quaternionico é apresentado por Horadam (1993),
sendo i’ = j* =k’ =-1,ijj =k =—ij, jk=i=—kj e ki=j=—ik.O conjugado
e norma do quaternion sao descritas, respectivamente, como:

q =a—bi—cj—dk,
N(g@)=a’>+b*+c* +d’.

A vista disso, serdo enunciadas algumas definicdes a respeito dos
quatérnios de Padovan, a férmula variante de Binet, funcio geradora,
matriz geradora e algumas propriedades, tanto para os numeros na-
turais, como a sua extensao para indice inteiro nio positivo.

Definicido 30. O quatérnio de Padovan ¢é definido, com
n..O,neD,izsz:k2:—l, pela equacao (TASCI, 2018; DISKAYA;
MENKEN, 2019):

QP =P, +iF

n+l

+ an+2 + kP

n+3*

124



Definicdo 31. A férmula de recorréncia do quatérnio de Padovan
é definida como:

QBz = QR,—z + QE,—3'

Teorema 34. Para 7 €[] , a formula de Binet para o quatérnio de
Padovan é (TASCI, 2018; DISKAYA; MENKEN, 2019)

OP = Aax,' + Bbx) + Ccx;,

em que X;,X,,X; sdo as raizes da equacio x’ —x—1=0,e:

(=D =D 5 n=Des=D o (=D -1

(xl_xz)(xl_)%)’ B _(x3—x1)(x3—x2),

(2, =x;)(x, —x3) ’

a=1+xi+x j+xkb=1+xi+x,j+xkc=1+xi+x;j+xk.

Demonstragdo. De posse da férmula QP, = ax + Bx; +yx;, pode-se utili-
zar a relacdo de recorréncia dos quatérnios de Padovan (Definicao 30)
com os valores iniciais QP =1+i+j+2k,0F =1+i+2j+2k,QP, =1+2i+2j+3k.
Assim, é desenvolvido o sistema de equacdes:

a+p+y =1+i+j+2k

oax, + fBx,+yx, =1+i+2j+2k
ax; +fx; +yx; =1+2i+2j+3k

Assim, resolvendo o sistema, tem-se:

o= A+2i+274+3k)—x,(1+i+2j+2k)—x,(1+i+ 27+ 2k) + x,x,(1+i + j+2k)

2
Xl—

XXy = X X5 + X, X5

C(=x, =+ x,x) Hi(2 = x, =X+ X,x) + J(2-2x, = 2x +X,%,) + k(B - 2x, = 2x; +2X,X;)

(= 23)(x, —x,)

s

125



(4242 +3k)—x,(1+i+2j+2k) = x;(1+i+ 27+ 2k) + x5, (1 +i + j +2k)

B

2
Xy, =Xy X5 — X X, + X X3

(= =y ) (2 - x =Xt ) + (22— 20 = 2x + x0x) + k(3= 2x, - 20 +2xx;)

(%, =x)(x, = x3)

b

)= (I+2i+2j+3k)—x,(1+i+27+2k)—x,(1+i+2j+2k) + x,x,(1+i+ j+2k)

2
X3 + XXy = X X5 — Xy X5

C(=x = x, +x0,) +i2 - x =X, + XX, )+ (22X, = 2%, + X,X,) + k(3 - 2x, - 2x, +2x,x,)

(% =x)(x; - x,)

Utilizando as relacdes de Girard: xx,x,=Lx +x,+x,=0 e
XX, +X,%; +Xx,X; =—1, e a formula de Binet da SP (Teorema 13), tem-

-se que:

_ (%, —x, —x; +1)

(+xi+x]j+xk)=

(%, = x,)(%, = x;) (%, =x,)(%, = x;)
= A+ xi+x j+xk),
C(gxy—x —xy +1) 2 3 (x, =D(x;-1)
h= (%, =x)(x, = x3) (i k) (%, =x)(x, —x

= B(1+x,i +x j + k),

_ (xx, =x, —x, +1)

l+xi+x>j+x
(x3 _xl)(xs_xz) ( ! I ’

=C(1+xi+x j +xk).
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Definindo a=1+xi+x'j+xkb=1+xi+x;j+xk,c=1+xi+x;j+xk,
pode-se chegar em:

(x, =D(x; =1)

a:(x ) )(1+xli+x12j+xl3k)=Aa,
1 2 1 3
p=amDOS D g = e,
(xz —X )(xz _xa) ’ ’ ’
(xl _1)(x2_1)

V= (1+x,i+x; j+xk) = Ce.

(x5 —x)(x%; = x,)

Propriedade 3. A funcdo geradora do quaternion de Padovan ¢é
dada por (TASCI, 2018):

(it j+2k)+(I+i+2)+2k)x+(+ j+k)x’

P ,x)=
g(QP,x) e

Demonstragdo. Multiplicando a funcdo por x> e x°, tem-se:

g(OP,,x)=> OPx" = 0P+ OBx+0Px" +...+ OPx" +... (1.41)
n=0

x’g(QP,x)=0Px* + OPx’ + OPx* +...+ OP ,x" +... (1.42)

X’g(QP,x)=QPx’ +QPx* + QPx’ +...+ QP_x" +... (1.43)

Baseada na Equacao [(1.41) - (1.42+1.43)], tem-se que:

(1-x*—x")g(QP,,x) = OP, + OBx +(QP, — OP,))x* + (QP, — OB, — OP))x’ +...
+(OF,—OF, ,—OPn-3)x"+...

Considerando os valores iniciais:
OF, =1+i+j+2k,QF =1+i+2j+2k,0P, =14+2i+2j+3k e aformula de
recorréncia, pode-se obter:
(1-x" =x")g(OP,,x) = OF, + OPx +(QP, — OR)x*

(I+i+ j+2k)+(I+i+2j+2k)x+ @i+ j+k)x
P, x)= .
g(OF,,x) PP
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Agora, analisaremos a matriz geradora (J dos quatérnios de Pa-
dovan, através da matriz, com n €l :

0 1 1 ' lel Pnfl 3173
Q"'={1 0 0| =P, P, P_, | paratodon..5.
0o 10| |B, P, P,

Propriedade 4. Para n..1 e n €ll | a matriz geradora do quater-
nion de Padovan é dada por (TASCI, 2018):

Op, OR OR| [0 1 1[OR OR OQOR] [OQFR., OF., OF
Q"|OR QF OP,|=1 0 0\|OR QOF QP,|=|0OF, OF OF,|
OF, opP, OP,| |0 1 OJ|OR OP, OP, OF, OF., OF..

Demonstracdo. Através do principio da inducio finita, tem-se que:

Para 7 =95, tem-se:

or, or OR7 [0 1 1T[0R OR OFR
O'|or 0B 0oP,|=|1 0 0||OR OB oP,
orR, OP, OP,| [0 1 0]|OR OP, OP,

2 2 1[oR, OB QR

=1 2 1|or 0B 0P,

11 1)lor opP, 0P,

208 +20R +OF, 20R+20F +0P, 20K +20P, + 0P,
=| OB +20R+0F  OR+20R+0P,  OF +20P,+0P,
OP+OR+0f  OR+QR+0P,  OR+0P,+0P,

or, OF OF
=|OF OF OF, |
Or OF, OFR,
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Assim, a igualdade ¢é valida.

Supondo que seja valido para qualquer n=k,k €[] , tem-se que:

or, Or OR| [0 1 1][oA OR oR
o'lor or op |=|1 0 of|or or oP,
or, OP, OP,] |0 1 0] |0R oP, 0P,
P, P, PB,][OR, OR 0R] [OR, OR, OFR
=|P, P, P.,|OR OR OP |=|0R, OB OF,|
P, P, P.||OR OP, OP,| | OB OB, OP,

Agora, verificando que seja valido para 7=k +1, tem-se:

or, Or oR7 [0 1 1[0 1 1][or OR
o'l or or or, |=[1 0 of|1 0 ofor on
OF, OP, OP,| |0 1 0J[|0 I OJ|OR OFP,
b, F., B5||0 1 1||Oh OR OF
=65 B, B.,||! 0 0 QPI QPO QR]
b, B B5]|0 1 O0JJOR OP, OP,
b, F F.,| QR OR OF
=|f, b, B,||OR OFR OP,
by B, B.,||OF OP, OP,
ka+3 Ql)k+2 QPkH
= QPk+2 QPk+1 QPk .
OF. O OF,

OF,
or,
oP,

Vale ressaltar que a matriz ) utilizada pode ser alterada por uma
das seis matrizes validas de Padovan e obtendo, consequentemente,

os termos da matriz geradora (J dos quatérnios de Padovan.
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Teorema 35. A soma dos termos quatérnios de Padovan é descrita
por:

2 OP, =0P,+ 0P, +0P,,—(2+3i+4j+5k).
m=0

Demonstragdo. Utilizando a relacao de recorréncia dos quatérnios
de Padovan, tem-se que:

OF, =0F, , +0F .

Porém, para que haja cancelamentos posteriormente, utiliza-se a
seguinte relacao:

OF, ,=0F -0F ;.

Logo,
OF =0P, -0P,
OF = 0P, - 0OF,
OP, = OF, - 0F

OF, =QF - 0P,

OF,_,=0F_ -0F _,
OF, ,=0F —-0F,_,
OF,_ =0pF,,-0F_,
OF, =0F,,,-0F, ;.

Atraveés de operacoes algébricas, pode-se realizar alguns cancela-
mentos, obtendo:

n

2 OF, =0F, + 0P, +0F,, 0P, ~OF - OR.

m=0
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Considerando os valores iniciais QP , =i+ j+k, OF, =1+i+j+2k e
QP =1+i+2j+2k, conclui-se que:

ZQP =QP +QP,, +QP, ,—(2+3i+4j+5k).
m=0

Teorema 36. A soma dos /I primeiros termos pares dos quatérnios
de Padovan ¢ (TASCI, 2018):

N 0B, = 0P, ~(2+2i+3]+4k).
m=1

Demonstracdo. Através da recorréncia 9F,=00,+0F < 0F ;=08 -0F
tem-se que:

OP, =0F -0F,
OF, = 0P, -OF,

Q 2n-2 Q 2n+1 Q 2n-1
Q 2n = Q})2n+3 _Q])2n+l'

Obtendo:

ZQ Py OB = 0P, =0P, 5 —(2+2i+3]+4k).

Teorema 37. O somatorio dos | primeiros termos de indices impa-
res dos quatérnios de Padovan sio expressos por (TASCI, 2018):

ZQ e = OB, — (142042 +3k).

m=0
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Demonstracdo. Levando em consideracido apenas os numeros de
indices impares e a relacao QP ,=0P -QP ,, pode-se realizar o so-
matorio desses numeros, cancelando os termos de indice 2n. Desse
modo, valida-se este teorema.

Doravante, analisaremos o comportamento dos termos com indi-
ces inteiros nao positivos dos quatérnios de Padovan.

Definicdo 32. A formula de recorréncia dos quatérnios de Padovan
para indice inteiro ndo positivo, paratodo # >0 e n €] , é dada por:

Qp—n = Qp—n+3 - QP—n+l'

Definicdo 33. O quaternion de Padovan, para indice inteiro nao
positivo, para todo 7 >0 e ne€ll , ¢ definido pela equacio:

QP =P +iP , +jP

-n+l —-n+2

+kP

-n+3*

Propriedade 5. A funcdo geradora dos quatérnios de Padovan
para indice inteiro ndo positivo, é descrita por:

—(+i+ j42k) = (1+2i+27+3k)x—(1+i+2j+2k)x*
(0P ,¥)= (L+i+j+2k)~( x3—Jx—1) ( J+2k)x"

Demonstragédo. Multiplicando a funcéo por I e x°, tem-se:

g(QRn,x)=iQRnx" =0P, +QP x+QP,x" +...+ QP X" +... (1.44)
n=0

xg(QP,,x)= QPOx+QP_1x2 +QP_2x3 +...+0P x"+... (1.45)

x’g(QP,,x)=0Px’ +OP x* +QP,x’ +...+ QP x"+... (1.46)

Com base na Equacéao [(1.46) - (1.45+1.44)], tem-se que:
(x* ~x=1)g(QP,.x) =—0P, —(OF, + QP )x~(QP, + 0P, )x’

+(OR, 0P, = QP )x’ +...+(QP, ;~OP,, — QP )x"+...
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Considerando osvaloresiniciais: QP =1+i+ j+2k,QP, =i+ j+k,QP, =1+ j+k
e a formula de recorréncia, pode-se obter:
(x’ =x-1g(QP,,,x) =—0F, —(OF, + OP )x - (QP, + OP )x’
—(I+i+j+20)—(1+2i+2j+3k)x—(1+i+ 2]+ 2k)x*
2(OP,,x) = ( J+2k)—( J+3k)x—( J+26)x"

X —x-1

A matriz geradora (J dos quatérnios de Padovan, para indice in-
teiro nao positivo, pode ser analisada calculando a inversa da matriz

Q, utilizada para verificar o comportamento dos termos inteiros po-
sitivos da sequéncia. Assim, tem-se que:

0 1 0 P—n—Z Rn—l -n-3
ﬁ :Q_” - 0 O 1 Pnf3 an72 Rn74
1 0 _1 Pn—4 Pn73 an75

Propriedade 6. Para 7 >0 e ne€ll | a matriz geradora dos qua-
térnios de Padovan, com indice inteiro ndo positivo, é dada por:

or, or or] [0 1 o[on OR oP
AlOR OB OP,|=[0 0 1||0OR 0B OP,
or, op, or,| [1 0 -1||oR oP, oP,

QRn+2 QRnH QRn
= QRrH-l QP—n QRn—l :
QRn QRnfl QRVHZ

Demonstracdo. Pelo principio da inducéo finita, tem-se que:

Para n =1, tem-se:

o, Or QR [0 1 0o OR OR
A|OR OR OP,|=|0 0 1|0OR OB OP,
or, OP, OP,| [1 0 -1|0R 0P, 0P,

133



Assim, a igualdade é valida.

OR OF, OP, OR QR 0P,
= ORf OP, oP, |=| O/ 0P, 0OP,|
QP2 - QPO QPl - QP_1 QPO - QP_z QP_1 QP_z QP_3

Supondo que seja valido para qualquer n=k, k €l , tem-se:

or, OB orR] [0 1 07[oR OB OFR
A|lOR OB OP,|=|0 0 1||0R OB OP,
OP, OP, OP,| |1 0 -1]||0R 0P, OP,

P, P, P.|[0h OR OR] [OP., OP., OP,

-n-2 —-n-1

=\P,, P, P, QP1 QPo QP—I = QP—k+1 QP—k QP—k—l .
P P, |\OF OP, OP,| | OP, 0P, OP,,

n—4 Rrﬁ}

Verificando que seja valido para n =k +1, tem-se:

or, or or] [o 1 oo 1 olfon OR OR
' OR OB QP |=|0 0 1|[0 0 1| QR OR OP,
OF, OP, QP,| |1 0 —1||1 0 -1]lOR 0P, OP,

P, P P[0 1 olfon OR OR

|:Pk3 P,, P,,||0 0 1||OR OF OP,

P—k—4 P—k—3 P—k—S 10 -1 QPo QP-1 QP-z

k-2 P—k—4 QPZ QPI QPO QP—kH QP—k QP—k—l

P P,
= P_k_4 })—k—3 ])—k—S QP] QP() QP—I = Q})—A Qp—k—l Qp—k—2 .
Pis Py P, ]|OR OP, OP,| |QP,, OP,, OP,;

k-4 Tk

Teorema 38. A soma dos I primeiros termos com indice inteiro
nao positivo dos quatérnios de Padovan sdo expressos por:

> OP,=0P, +0P, ,+(2+3i+4j+5k).
m=1
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Demonstracdo. Utilizando a relacdo de recorréncia dos quatérnios
de Padovan, com # €[] , tem-se que:

Q])—n = Q])—n+3 - Q])—n-H'

Logo,
QP =0F -0F,
OP,=0FR-0P,
QP =QF -0P,

QR4 = QRI - QR3

OP,,=0P, -0QP, ,
QRn—Z = QRM - QP,,H
OP,,=0P,,-0P,

opP,=0P, ,-0P,,.

Através de cancelamentos sucessivos, obtém-se:
n
Z QPm = QI)—n+3 + QR}HZ + QZDZ + Q])l
m=0

Considerando os valores iniciais QR =1+i+2j+2k, OP, =1+2i+2;j+3k,
conclui-se que:

N 0P, =QP,  + 0P, ,+(2+3i+4j+5k).
m=0

Teorema 39. A soma dos /| primeiros termos pares com indice in-
teiro ndo positivo dos quatérnios de Padovan é:

ZQP_M =0P, ,—(1+i+2j+2k).

m=1
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Demonstracéo. Utilizando a recorréncia 9P, =0F,.,-0P,., observa-
-se que

OP,=0R-0P,
OP,=0P, -0P,

QP—6 = QP—3 - QP_S

QP—Zn—z = QP—2n+l - Q‘D—zn—l
QP—zn = QP_2n+3 - QP_2n+1'

Com isso, tem-se que:

ZQRZm =0P,,,+0OR=0P, =0P, +(1+i+2j+2k).

m=1

De modo analogo ao realizado para a demonstracao dos teoremas
anteriores, pode-se facilmente validar também este teorema, reali-
zando os cancelamentos sucessivos das operacoes algébricas.

Teorema 40. O somatorio dos Il primeiros termos de indices im-
pares com indice inteiro nao positivo dos quatérnios de Padovan sdo
€Xpressos por:

> OP,  =0P, ,+(+2i+2+3k).
m=1
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UMA EXPERIENCIA DIDATICA: O
ESTUDO DO MODELO DE PADOVAN
NO CURSO DE LICENCIATURA
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Neste trabalho, foi realizado o processo evolutivo matematico da
SP, através de uma transposicao didatica aplicada no curso de Licen-
ciatura em Matematica do IFCE, campus Fortaleza, na disciplina de
HM. Contudo, desenvolvemos um estudo e aprofundamento do cam-
po epistémico matematico, explorando a generalizacdo e complexi-
ficacdo da SP, diante de uma abordagem epistemoldgica, cognitiva e
didatica no campo de formacao inicial de professores de Matematica.

Doravante, discutiremos algumas situacoes didaticas compostas
por situacdes-problema, fundamentadas na TSD, analisando a me-
todologia empregada e as suas concepcoes. Vale ressaltar que serdo
analisados possiveis comportamentos e solucdes manifestados pelos
discentes durante as discussdes das situacoes-problema, caracteri-
zando assim a fase de concepcéao e analise a priori da ED.

Uma situacao-problema ¢ uma questdo discursiva, porém com
enunciados claros e objetivos, em que o objetivo principal é utilizar
de forma implicita os objetivos matematicos que visam ser alcanca-
dos por meio da resolucao do problema (ALMOULOUD, 2016).

Na fase anterior da ED, analise prévia, a generalizacdo e comple-
xificacdo da SP foi desenvolvida no campo epistémico-matematico,
fundamentando a concepcao das situacées-problema. Durante esta
etapa da ED, destaca-se a concepcao das situacoes didaticas, onde as
varidveis sio definidas de acordo com uma perspectiva microdidati-
ca, para que haja conexao entre os processos matematicos sobre a SP
e as situacdes-problema propostas.

Todavia, depois de desenvolvido o campo epistémico-matematico
referente ao processo evolutivo matematico da SP, com foco na ge-
neralizacdo e complexificacdo, é importante transforma-lo em con-
teudo a ser ensinado, visto que os conteudos discutidos no capitulo
anterior sdo abordados na licenciatura de Matematica Pura.

Diante disso, a concepcado da situacdo didatica deste trabalho
consta no processo de generalizacido e complexificacdo da SP como
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um conteudo a ser ensinado em sala de aula. Assim, é formulada uma
hipotese didatica que se refere ao desenvolvimento do processo indu-
tivo do estudante para a generalizacao e complexificacao da SP. Essa
hipotese possui o viés de investigar e explorar os teoremas e proprie-
dades desenvolvidos de forma inédita nesta pesquisa, diante do con-
texto de ensino de HM, e fundamentada na metodologia de pesquisa
da ED em associacdo com uma metodologia de ensino, que é¢ a TSD. A
escolha da disciplina de HM foi bastante relevante, visto que esta se
associa a epistemologia dos conceitos matematicos empregados na
pesquisa, podendo assim enfatizar a evolucdo algébrica da SP.

Revisitando os contetidos matematicos desenvolvidos no campo
epistémico-matematico, temos: relacdes recorrentes de Padovan, ge-
neralizacao do Modelo de Padovan, sequéncia (S;,5,,-..,5,)-Z-dovan,
relacoes recorrentes -dimensionais e nimeros quatérnios. Diante
disso, selecionamos os seguintes conteudos: férmula de Binet, forma
matricial para os nimeros inteiros, relacdes recorrentes bidimensio-
nais, numeros gaussianos e quatérnios. Assim, elaboramos seis si-
tuagoes-problema inerentes a esses assuntos, norteando os estudan-
tes para o processo de generalizacdo e complexificacdo da SP.

Ressalta-se ainda que esses conteudos foram selecionados por
exigirem pouco conhecimento matematico dos estudantes, pois suas
propriedades e seus teoremas sao validados por meio de passos in-
dutivos. Diante disso, tem-se a fase da andlise a priori, em que sio
propostas situacdes-problema e os possiveis comportamentos dos
discentes sdo analisados de acordo com a ED.

Assim, sdo descritas as escolhas e definidas as varidveis para di-
recionar um plano de acao atendendo os objetivos da pesquisa. Par-
timos de uma acao descritiva e preditiva com o objetivo de prever o
comportamento dos discentes em cada fase da TSD elaborada, fazen-
do um levantamento de algumas hipdéteses didaticas relacionadas as
situacoes-problema, caracterizando assim uma analise preliminar.

Com o viés na exploracio da generalizacio e complexificacdo da
sequéncia, foram elaboradas seis situacées-problema, referendadas
nas definicoes estabelecidas anteriormente. Os conteudos foram es-
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colhidos com base nos conhecimentos prévios dos estudantes, se-
gundo as disciplinas apuradas como pré-requisito para cursar HM
no curso de Licenciatura em Matematica do IFCE. A quantidade das
situacoes-problema propostas deu-se apés um planejamento de aula,
visando atingir apenas uma parte do semestre.

Assim, iniciando com o processo de construcdo dessa sequéncia,
seguindo com alguns teoremas e propriedades, investigaremos o pro-
cesso de generalizacao e complexificacao, relacionando-o com outros
conteuidos de matematica.

Situagdo-problema (1): A SP, cujo nome foi atribuido ao arquiteto
italiano Richard Padovan, nascido na cidade de Padua, Italia, em 1935
(STEWART, 1996), ¢ uma espécie de parente da SF, linear, recorrente,
aritmeética, e de numeros inteiros, sendo a SP uma sequéncia de ter-
ceira ordem. Gérard Cordonnier (1907 — 1977) também desenvolveu
alguns estudos acerca destes numeros, mais especificamente sobre
o numero plastico (numero radiante). Com isso, a sequéncia também
ficou conhecida como sequéncia de Padovan.

Esta sequéncia possui a seguinte relacdo de recorréncia com
nell:

Rz :Pn—2 +R1—3’

n>3,onde {Pn} ¢ o I-ésimo termo da sequéncia e os primeiros ter-
mos sdo: P, =P, =P =1.Assim, os primeiros dez termos dessa sequén-
cia sdo dados por:1,1,1,2,2,3,4,5,7,9.

Uma forma de obter qualquer elemento de uma sequéncia linear e
recursiva é através da matriz geradora (FALCON; PLAZA, 2007). Esta
técnica foi aplicada para a SF e, nesta atividade, a mesma ideia sera
aplicada para os numeros de Padovan. A SP possui uma matriz Q de
ordem 3, a partir da qual, se elevada a -ésima poténcia, podemos
obter os termos sem o calculo da recursividade.
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A matriz geradora da SP ¢ dada por (SOKHUMA, 2013):

0 1.0 Fo By B
Parag=|1 0 1| temseg'=\p p  p | paratodo n.JS.
1 00 P P P

n=3 n—4

Com base nisso, encontre a matriz geradora da SP para os termos
de indice inteiro ndo positivo da sequéncia.

Situacdo de acdo: Realizando procedimentos mais imediatos para
obter a resolucao dessa situacao-problema proposta, os estudan-
tes devem entdo calcular alguns termos com base na recorréncia
P =P ,+P ,,n.3 abordada na atividade anterior. Assim, devem
substituir o valor de ! por nimeros menores do que 3, obtendo os
seguintes termos da sequéncia

Rl :O,Rz :1,R3 :R4 ZOJRS zlzRé :_17PJ :17P—8 :07P—9 :_I’RIO =2

Situacdo de formulacdo: utilizando um esquema de natureza teo-
rica, contendo um raciocinio mais elaborado, os estudantes tomam
como base conceitos matematicos primordiais, como QQ' =1, calcu-
lando a matriz inversa (Q’1 =f1), e obtendo:

O 0 1 Rn—Z -n-3 1)—)1—4
Parag_-|1 o o | tem-sef" = P, P, P, |,n>0
01 -1 ])—n—3 })—n—4 -n-5

Situacdo de validacdo: formalizando a linguagem utilizada nas eta-
pas anteriores da TSD e, de posse da matriz geradora, realiza-se a de-
vida demonstracao, com o principio da inducio finita. Observa-se um
certo cuidado ao realizar essa demonstracao, visto que a matriz esta
elevada a poténcia negativa, podendo o discente confundir-se em al-
gum passo do processo indutivo.

Situacdo de institucionalizacdo: na etapa final, o docente mostra
aos estudantes a intencdo de encontrar uma generalizacdo da matriz
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geradora para os numeros de indice inteiro nido positivo, realizando
uma extensio dessa sequéncia para os ntimeros inteiros nao posi-
tivos. Vale salientar que esse assunto nio foi encontrado até entdo
na area de Matematica Pura, fazendo com que os alunos realizem o
processo de evolugdo da sequéncia, apresentando um certo grau de
ineditismo.

Situacdo-problema (2): Com base em trabalhos de Gulec e Taska-
ra (2012) e Civciv e Turkmen (2008), e de acordo com a Tabela 9,
sdo representados os termos da sequéncia (S),5,)-Padovan. Com
isso, verifique se existe alguma relacido dessa tabela com os termos (
1,1,1,2,2,3,4,...). Caso exista, explique-a detalhadamente e determi-
ne alguns termos dessa sequéncia.

Tabela 9 — Termos da sequéncia (5,5, )- Padovan.

n Bn

0 1

1 1

2 1

3 S+,

4 5+,

5 S, (8 8+ S,

Fonte: Elaborado pelos autores

E possivel obtermos uma matriz geradora para esta sequéncia
estudada? Se sim, demonstre-a (VIEIRA; ALVES; CATARINO, 2020b).

Situacdo de acdo: Com base na Tabela 9, espera-se que os estudan-
tes relacionem os termos dessa sequéncia apresentada com a SP, ob-
tendo a relacao B, =s,B, ,+s,B, ;,n.3, com §,5, €ll, e valores iniciais
B, =B, =B, =1, sendo possivel generalizar os coeficientes da SP.

Situacdo de formulagdo: a matriz geradora deve ser obtida nesse
momento, tendo como base as matrizes estudadas anteriormente por
Seenukul et al. (2015) e Sokhuma (2013). Logo, tem-se que 0 opera-
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dor é construido na primeira coluna da matriz, carregando consigo
os coeficientes da formula de recorréncia da sequéncia. As demais
linhas e colunas sdo mantidas, e é necessdria a insercdo de um vetor
com os valores de inicializacdo da sequéncia, sendo, portanto, multi-
plicado a esquerda da matriz. Por fim, a seguinte matriz:

10
[1 1 1]|s, 0 1|=[B, B, B|]
0 0

Situacdo de validacdo: a demonstracio devera ocorrer por meio de
inducdo matematica da matriz geradora, validando o teorema mate-
matico estudado nessa atividade proposta.

Situacdo de institucionalizacdo: durante essa fase, o docente apre-
sentard o processo de construcdo de uma matriz geradora de uma
sequéncia linear e recorrente, ressaltando a importancia do vetor de
inicializacdo. Com base na perspectiva da TSD, apresentamos entdo o
modelo de generalizacdo da SP, visando & compreensao dos estudan-
tes em relacdo aos conteudos abordados.

Situacdo-problema (3): segundo Harman (1981), podemos esta-
belecer a relacdo a+bi, onde a e b sdo termos de uma determinada
sequéncia e, | a unidade imaginéria, em que ;> = —1. Assim, de ma-
neira semelhante a realizada nos trabalhos de Vieira, Alves e Catarino
(2019b) e Oliveira, Alves e Paiva (2017) para outras sequéncias nume-
ricas, podemos aplica-la para a SP, utilizando a relacdo F,=F,_,+P, i,
comnell.
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Assim, com base na recorréncia unidimensional de Padovan, po-
demos entdo estabelecer uma relacao bidimensional desta sequéncia:
P(n,m)=P(n—-2,m)+ P(n—3,m) e P(n,m)=P(n,m-2)+P(n,m-3).

Logo, utilizando os  seguintes valores iniciais  definidos
P(0,0)=1,P(1,0)=1,P(2,0) =1, P(0,1) =1+, P(0,2) =1+i, P(L,1) =1+i, P(1,2) = 1 +i,
PQ2,1)=1+i,P(2,2)=1+i em que P(0)=P(1)= P(2)=1,P(-1) =0, foi possi-
vel obter as propriedades P(n,0)= P(n)€ P(0,m)= P(m)+P(m—1)i. Com
base nisso, é possivel estabelecer uma relacio para os nimeros na
forma P(n,m),em que os dois inteiros, n,m €[l ? Demonstre-a.

Situacdo de acdo: a partir das duas propriedades estabelecidas
P(n,0)= P(n) e P(0,m)= P(m)+ P(m-1)i, 0s estudantes devem perce-
ber, para a primeira propriedade, que o valor de M foi fixado como 0O,
e n foivariado. Na segunda propriedade, o valor de » foi fixado como
0 e m foram variados. Assim, devem seguir o mesmo raciocinio, fi-
xando para o valor 1. Logo: fixando m =1 e variando »=0,1,2.3,....
Segue que:

P(n,1)= P(n—2,1)+ P(n-3,1):
P(3,1)= P(L,1)+ P(0,1) = 2+ 2i = P(3) + P(3)i;

P(4,1) = P(2,1)+ P(1,1) = 2+ 2i = P(4) + P(4)i;
P(5,1) = P(3,1)+ P(2,1) = 3+3i = P(5)+ P(5)i;
P(6,1) = P(4,1)+ P(3,1) = 4+ 4i = P(6) + P(6)i;

P(n-3,1)=P(n-51)+P(n—06,1)=P(n—-3)+ P(n—3)i;
P(n-2,1)=P(n—-4,1)+ P(n—5,1)=P(n—-2)+ P(n—-2)i;
P(n-1,1)=P(n-3,1)+ P(n—4,1)= P(n—1)+ P(n-1)i
P(n,1)=P(n-2,1)+P(n—-3,1)=P(n—2)+P(n—2)i+P(n-3)+ P(n—-3)i
= P(n)+ P(n)i.
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Fixando 7 =1 evariando m =0,1,2,3,..., tem-se que:

P(,m)=P(l,m-2)+P(l,m-3):
P(1,3) = P(L,1)+ P(1,0) =2 +i = P(3) + P(2)i;
P(1,4) = P(1,2)+ P(1,1) = 2+ 2i = P(4) + PQ3)i;
P(1,5) = P(1,3)+ P(1,2) =3+ 2i = P(5) + P(4)i;
P(1,6) = P(1,4)+ P(1,3) = 4+ 3i = P(6) + P(5)i;

P(,m=3)=P(,m—5)+ P(1,m—6) = P(m—3)+ P(m —4)i;

P(L,m—=2) = P(1,m—4)+ P(l,m—5) = P(m—2)+ P(m—3)i;
P(,m—1)=P(1,m-3)+ P(lm—4) = P(m—1)+ P(m—2)i;

P(1,m) = P(Lm—2)+ P(I,m—3)n = P(m—2)+ P(m—3)i + P(m—3)+ P(m —4)i
= P(m)+ P(m—1)i.

Situacdo de formulacdo: com base nas propriedades fornecidas, e
nas calculadas, os estudantes deverao perceber, de modo intuitivo,
que, para os dois inteiros, n,m €[l | 0s nimeros na forma P(n,m) for-
mam a relacdo bidimensional: P(n,m) = (P(n)P(m))+ (P(n)P(m—1))i.

Situacdo de validacdo: a partir da relacdo bidimensional generaliza-
da dos numeros de Padovan, é possivel validar esta propriedade por
meio do segundo principio da inducéo finita sobre n ou m e fixando
o valor do numero natural.

Situacdo de institucionalizacdo: ¢ o momento em que o docente
verifica as resolucoes dos estudantes e revela o inicio do processo de
complexificacdo da SP, obtendo as relacdes bidimensionais destes
numeros, a partir da insercdo de uma unidade imagindria.

Situagdo-problema (4): um quaternion é dado por uma extensao
dos numeros complexos, desenvolvidos por William Rowan Hamil-
ton (1805-1865). Possui duas estruturas quaternionicas, sendo elas
os quatérnios em [, possuindo componentes reais, e os quatérnios
complexos (biquatérnios) em L , possuindo varidveis complexas. As-
sim, os quatérnios sdo compreendidos como somas formais de esca-
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lares, com vetores usuais do espaco tridimensional, existindo quatro
dimensodes (OLIVEIRA, 2018).

Contudo, baseado nos trabalhos de Tasci (2018) e Diskaya e Men-
ken (2019), tem-se que um quaternion de Padovan é definido, com
n.0,nell i’ = j* =k’ =-1, pela equacdo: QP, =P +iP_ + jP_, +kP

n+2 n+3*
Assim, a sua formula de recorréncia, com os valores iniciais
OP =1+i+j+2k,0P =1+i+2j+2k,0P, =1+2i+2j+3k, € definida por:

Q])n = ])11—2 + Q])n—3'

A vista disso, utiliza-se a matriz geradora dos quatérnios de Pado-
van, através da matriz, com n €[] :

01 1 [B, B, P,
Qo'=/1 0 0 =(P, P, P ,|,paratodon..5.
01 0| |p, P, P,

Logo, para n..1 e n €] ,temos quea matriz geradora do quater-
nion de Padovan é dada por (TASCI, 2018):

OB, OR OR| [0 1 LI][OB OR OFR
Q"|\OR OF OP,|=|1 0 0| QR QOF 0P,
Of QpP, OP,| |0 1 Of|OF OP, OP,
QRHZ QPnH QPn
=|OF., OF OF,

OF,  OF., OF,

Diante disso, encontre a matriz geradora dos quatérnios de Pado-
van, para indices inteiros ndo positivos. Demonstre.

Situacdo de acdo: considerando a formula de recorréncia para a ob-
tencao dos quatérnios de Padovan inteiros positivos, termos positivos,
os estudantes deverao calcular os termos para os niumeros inteiros
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ndo positivos. Assim, deverao utilizar a recorréncia QP =QP_,+QP, , €
0s seus respectivos termos iniciais:

OF =1+i+ j+2k, 0B =1+i+2j+2k,QP, =1+2i+2j+3k.

Situacdo de formulacdo: visando obter a matriz geradora dos qua-
térnios de Padovan para indices inteiros nao positivos, é necessario
que seja calculada a inversa da matriz geradora (Q desses numeros,
fornecida na questdo, obtendo assim:

n

O 1 0 Rn,z —n—1 -n-3
ﬁ = Q*” = 0 O 1 = Rn—S Rn—Z Rn—4
1 O _1 Rn74 Rn—} RH*S

Com isso, ao obter os termos desta sequéncia estimada na ques-
tdo e, calculando-se a inversa dessa matriz, tem-se que para 7 >0
e n€ll , a matriz geradora dos quatérnios de Padovan, com indice
inteiro ndo positivo, é dada por:

Op, OR OR] [0 1 Of[OR OR OR] [OP,, OP, OP,
A|OR QF QP |=10 0 1| 1OR OF QP = 0P, QP 6 OP, |
OF QP, QOP,| |1 0 -1]|QR QP, OP,| |OP, 6 OP, QP

Situacao de validacdo: a veracidade ocorrera por meio do principio
da inducgdo finita, demonstrando a forma matricial para os numeros
inteiros nao positivos.

Situacdo de institucionalizacdo: o docente devera verificar as reso-
lucoes obtidas, apresentando aos estudantes a forma matricial dos
quatérnios de Padovan, para indices inteiros nio positivos, generali-
zando essa sequéncia quaternidnica para os numeros inteiros.

Com isso, finaliza-se o processo de complexificacao desta sequéncia.
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EXPERIMENTACAO E ANALISES -
DISCUSSOES DOS DADOS
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A fase da experimentacdo ocorreu no IFCE, campus Fortaleza, no
curso de Licenciatura em Matematica, durante a disciplina de HM
obrigatdria para o sexto semestre, em 2019.1 e 2020.1, com os oito
estudantes matriculados em ambos os semestres. Esta pesquisa pos-
sui o parecer aprovado pelo Comité de Etica em Pesquisa (CEP), com
o Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE) assinado pelos
alunos participantes desta pesquisa.

Todavia, a aplicacdo aconteceu durante duas semanas com cinco
sessoes didaticas, duracao de duas horas cada aula, realizadas atra-
vés de situacdes didaticas fundamentadas na TSD, em ambos os se-
mestres. As situacoes-problema propostas foram desenvolvidas por
meio de listas de exercicios, onde posteriormente ocorreram discus-
soes em grupos formados, visando a elaboracdo de estratégias de so-
lucoes descritas no quadro branco e/ou papel.

No primeiro dia, apresentamos a SP através dos fatos historicos
e evolutivos desta sequéncia, ressaltando o seu viés epistemolégi-
co-matematico. Nos demais dias, discutimos as situacdes-problema
propostas, objetivando analisar a evolucdo deste objeto matematico
em estudo, com foco no processo de generalizacdo e complexificacgio.
Para a coleta de dados, realizamos alguns procedimentos, tais como
registros fotograficos durante as producodes e gravacao em audio dos
depoimentos dos discentes.

Os dados e resultados coletados durante a execucdo da TSD sdo
apresentados e discutidos, baseados nas producdes mais relevantes
desta pesquisa.

Na aplicacdo, é importante destacar possiveis correcoes e ajustes
locais, indicando entdo apenas alguns elementos que consideramos
mais relevantes nesta pesquisa durante o processo de experimenta-
cdo (ALMOULOUD, 2007). Sobretudo, ressalta-se que, apos a experi-
mentacdo, existe um retorno para a analise a posteriori, avaliando e
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analisando os resultados obtidos e explorando os dados para que haja
uma contribuicao dos conhecimentos didaticos durante a transmis-
sdo do conteudo.

O processo histérico-evolutivo da SP, com énfase no processo de
generalizacao e complexificacdo, vem evoluindo recentemente. A ge-
neralizacio é desenvolvida em duas partes, sendo elas: i) representa-
cdo matricial, onde apresenta uma abordagem a partir da matriz ge-
radora de Padovan (SEENUKUL et al., 2015; SOKHUMA, 2013), até a SP
de ordem. (VIEIRA; ALVES, 2019d); e ii) a sequéncia (S,,S,,..-,S, ;)
-Z-dovan, onde sdo generalizados os coeficientes da SP até a sequén-
cia de Z-dovan. Para o processo de complexificacio, é realizada uma
divisdo em duas partes, a saber: as relacées bi, tri e n-dimensionais,
em que sdo inseridas unidades imaginarias na SP de I ( bidimensio-
nal ) até a unidade //, (n -dimensional); e os quatérnios de Padovan
que representam os termos da sequéncia em quatro dimensoes, sen-
do entdo desenvolvidos por Tasci (2018). Para os niimeros positivos.
Porém, neste trabalho, foram estudadas algumas propriedades até
entdo nao encontradas na literatura, e sua extensao para os numeros
inteiros ndo positivos foi desenvolvida.

Visando realizar uma transposicdo didatica sobre o processo de
generalizacdo e complexificacdo dessa sequéncia, foram seleciona-
dos alguns contetidos para ser trabalhados na fase de experimenta-
cdo dessa pesquisa, criando assim situacdes-diddticas. Diante disso,
a TSD foi utilizada para fundamentar a fase de experimentacao da ED.

Apds a andlise a posteriori, ¢ importante que haja uma validacdo dos
elementos utilizados na fase de experimentacao da ED, comparando
os resultados discutidos pelos discentes, levantando possiveis ques-
tionamentos e analisando a evolucao ou ndo da engenharia sugerida.
As situacoes-problema discutidas devem ser consideradas como va-
ridveis microdidaticas, que segundo Almouloud (2016), sdo referen-
tes ao local onde a pesquisa é realizada durante a experimentacao.
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A seguir, sao realizadas observacoes e discussoes com base nos
registros armazenados durante as aplicagdes, tendo enfoque na ED e
na TSD, validando de forma interna esta pesquisa.

A validacdo ocorreu com o desenvolvimento de situacoes didaticas,
através de atividades propostas, com o viés de instigar o lado investiga-
tivo do aluno, fornecendo conhecimentos necessarios para as respec-
tivas resolucdes, efetivando-se assim o contrato didatico. Com isso, as
situagoes-problema possibilitaram o entendimento e compreensao de
conteudos inerentes ao processo de generalizacdo e complexificacdo
da SP, discutindo-as de acordo com as variaveis didaticas.

As variaveis sdo selecionadas de acordo com o modo das questdes
propostas, direcionando o estudante a compreender uma parte do
processo de generalizacao e complexificacdo da SP, iniciando com a
formula de Binet, dada por uma férmula fechada para determinar os
termos da SP.

Dando continuidade a esse processo, analisamos a compreensao
em torno da extensao da sequéncia para os numeros inteiros, em sua
forma matricial. E, por fim, investigou-se a generalizacdo dos coefi-
cientes da formula de recorréncia dos nimeros de Padovan. Para o
processo de complexificacdo, examinamos as relacdes bidimensio-
nais, inserindo unidades imagindarias nessa sequéncia e seguindo
com dois novos conjuntos numeéricos conhecidos como quatérnios,
adaptando-os para os numeros de Padovan. Durante a fase de valida-
cdo, utilizamos muitas vezes o método de inducdo matemadtica para
validar os teoremas e propriedades, visto que esse ¢ um método de
demonstracao conhecido pela turma.

A aplicacao teve inicio com a distribuicao da lista, orientando que os
alunos interagissem. Assim, conforme Oliveira (2018), os estudantes
irdo buscar “sistematizar uma estratégia de resolucdo para, em segui-
da, formular argumentos que possam ser validados posteriormente”.
Os registros foram realizados através de gravacoes de audios e fotos.

A situacdo-problema 1 tem por objetivo apresentar aos alunos a
matriz geradora de Sokhuma (2013) de ordem 3 para a SP, propondo
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aos estudantes que obtenham uma nova matriz geradora de mesma
ordem, para os termos inteiros nao positivos da sequéncia. Dian-
te disso, tem-se, na Figura 14, o inicio da acdo acontecendo, onde o
Aluno D substituiu os valores de n da definicdo da recorréncia origi-
nal da sequéncia.

Ressalta-se que essa atividade foi desenvolvida por todos os alu-
nos, porém para efeito de apresentacdo nesta pesquisa, tem-se a di-
vulgacao das resolucoes dos Alunos C e D nesta fase. Assim, o Aluno
D iniciou a resolucio com a substituicido dos valores na definicao, ja
o Aluno C multiplicou as matrizes para a obtencao da matriz inversa.

Figura 14 — Fase da Acdo pelo Aluno D - Matriz geradora de Padovan para o lado
esquerdo da sequéncia.

Fonte: Acervo dos autores
A formulacdo dessa situacdo teve inicio com o cdlculo da matriz in-
versa, dada pela relagdo algébrica QQ' = I, como mostrado na Figura
15 com o Aluno C, que, ao multiplicar essas matrizes, pode chegar a
matriz inversa.
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Figura 15 - Fase da Formulacdo pelo Aluno C - Matriz geradora de Padovan para o
lado esquerdo da sequéncia.

Fonte: Acervo dos autores

Dando continuidade ao processo de formulacdo, o Aluno D con-
cluiu a obtencdo da matriz inversa e dos termos gerados da SP (ver Fi-
gura 16), visto que os demais estudantes encontraram dificuldade em
visualizar os termos obtidos na matriz Q, com os termos da sequéncia
inteiros ndo positivos de Padovan. Porém, o Aluno D conseguiu com-
preender e explicar para os demais colegas o comportamento dessa
matriz ao ser elevada a I-ésima poténcia.

Figura 16 — Continuacdo da Fase da Formulacdo pelo Aluno D - Matriz geradora de
Padovan para o lado esquerdo da sequéncia.

Fonte: Acervo dos autores
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A validacéao foi obtida por meio do principio da inducéo finita, dis-
cutida e proposta pelos alunos, tendo o devido cuidado com a matriz
inversa. Assim os estudantes conseguiram demonstrar a validade
desta propriedade, selecionando a resolucdo do Aluno B para apre-
sentacdo neste trabalho. Este denominou a matriz Q' de ., como
mostrado na Figura 17.

Figura 17 - Fase da Validacgdo pelo Aluno B - Matriz geradora de Padovan para o lado
esquerdo da sequéncia.

Fonte: Acervo dos autores

Finalizando essa atividade com a institucionalizacao, foi possivel
obter a matriz inversa da SP para os termos inteiros nio positivos
(indice inteiro nao positivo) demonstrada anteriormente.

A situacdo-problema 2 encerra o processo de generalizacdo da SP,
em que foram generalizados os coeficientes da sequéncia. Pode-se,
entdo, identificar a fase da acdo na Figura 18, onde o Aluno G compa-
ra essa sequéncia com a SP, e assim consegue estabelecer a sua res-
pectiva formula de recorréncia, percebendo a insercio das variaveis,
8,8, nos coeficientes.

155



Figura 18 - Fase da ac¢do pelo Aluno G — Generalizacao dos coeficientes da
recorréncia de Padovan.

Fonte: Acervo dos autores

Na fase de formulacao, foi possivel obter a forma matricial dessa
sequéncia, de acordo com a matriz geradora de Padovan e com o ve-
tor de inicializacdo estudado na primeira situacdo-problema. Assim,
o Aluno H conseguiu compreender que a primeira coluna da matriz
geradora traz consigo os valores dos coeficientes da formula de recor-
réncia, como mostrado na Figura 19.

Figura 19 - Fase da formulacao pelo Aluno H - Generalizacdo dos coeficientes da
recorréncia de Padovan.

Fonte: Acervo dos autores

Na Figura 20, temos o Aluno D utilizando o passo indutivo mate-
matico, dando inicio ao processo de validacdo da matriz. Ressalta-se
que o primeiro passo da validacdo para # =1 foi realizado pelo Alu-
no H, ao obter a matriz (ver Figura 19).
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Figura 20 - Fase da validacdo pelo Aluno D - Generalizagdo dos coeficientes da
recorréncia de Padovan.

Fonte: Acervo dos autores

Por fim, tem-se o Aluno D, na Figura 21, continuando o proces-
so de validacao, onde verifica a veracidade para n=k+1. Contudo, é
possivel validar o teorema apresentado com carater de ineditismo na
literatura e em artigos de Matematica Pura, referentes aos numeros
de Padovan.

Figura 21 - Finalizacdo da fase da validacao pelo Aluno D - Generalizacdo dos
coeficientes da recorréncia de Padovan.

Fonte: Acervo dos autores

A aplicacao do processo de complexificacdo da sequéncia foi rea-
lizada de forma on-line, uma vez que as aulas presenciais foram sus-
pensas devido a pandemia do novo coronavirus (COVID-19). Contudo,
o estudo prosseguiu com o auxilio da plataforma do Google Meet, sen-
do este recurso de facil acesso e disponibilizado de forma gratuita, a
partir do més de maio deste ano vigente. Dessa forma, foram criadas
salas de reunides, e firmamos um acordo de convivéncia, estabele-
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cendo algumas regras, tais como: o microfone deveria ser ligado so-
mente quando os participantes estivessem discutindo as resolucoes,
evitando ruidos; a obrigatoriedade do uso da cAmera somente no mo-
mento das discussoes, para nao sobrecarregar a conexao dos demais;
ao necessitar falar, os estudantes deveriam escrever uma mensagem
no chat, autorizando assim a liberacdo do microfone; e, que utilizas-
sem as folhas de rascunhos para as resolucoes das questoes, evitando
rasuras. Assim, os registros foram realizados por meio de gravacgoes
de video e fotos da tela do computador. Ressalta-se que os estudan-
tes discutiam as resolucoes obtidas por meio da plataforma utilizada,
além de explicar a sua respectiva resolucdo aos demais. Pode-se ob-
servar, na Figura 22, o momento em que um estudante discute a sua
solucdo com os demais participantes, ressaltando a auséncia de dois
estudantes neste momento.

Figura 22 — Aula pelo Google Meet.

Fonte: Acervo dos autores
Destaca-se que foram realizadas cinco aulas on-line, com duracao
de duas horas, contando com a participacao de todos os alunos matri-
culados, uma vez que o IFCE disponibilizou chips com dados méveis e
tablets para aqueles que ndo possuiam acesso a internet.
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Logo, temos que a situacao-problema 3 apresenta a relacao de re-
corréncia da SP, com a insercdo da unidade imagindria i, fornecen-
do ainda os seus valores iniciais na forma bidimensional, bem como
duas propriedades. Assim, tem-se nas Figuras 23 e 24 a fase da acao
acontecendo pelo Aluno E e pelo Aluno G, respectivamente, com a ob-
tencao de mais duas propriedades tais como: P(n,1)= P(n)+ P(n)i e
P(,m)=P(m)+ P(m—1)i.

Figura 23 - Fase da acdo pelo Aluno E - Relacdes Bidimensionais de Padovan.

Fonte: Acervo dos autores
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Figura 24 - Finalizacao da fase da agdo pelo Aluno G - Relagdes Bidimensionais
de Padovan.

Fonte: Acervo dos autores

Durante a fase da formulagdo, os estudantes puderam gene-
ralizar a relacdo bidimensional de Padovan, obtendo a formula
P(n,m)= P(n)P(m)+ P(n)P(m—1)i. Logo, na Figura 25, observou-
-se a fase da validacdo pelo Aluno A, em que ele utiliza o segundo
principio da inducdo finita para demonstrar a veracidade da resolu-
cao. Percebemos assim que se fixou o valor de n, com as proprieda-
des ja encontradas e variou-se o valor de " .

Figura 25 — Fase da validacdo pelo Aluno A - Relagdes Bidimensionais de Padovan.

Fonte: Acervo dos autores

Por fim, a situacdo-problema 4 aborda a algebra quaternidnica,
estudando os quatérnios de Padovan. Assim, sdo inseridas unidades
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imagindrias nessa sequéncia, estudando o processo de complexifi-
cacao desses numeros, fundamentado no trabalho de Tasci (2018).
Diante disso, explorou-se a forma matricial e o comportamento des-
ses termos para o lado esquerdo, analisando-se os niumeros inteiros
nao positivos. Logo, tem-se a fase da acao do Aluno G, visualizada na
Figura 26, onde o aluno calcula os quatérnios de Padovan com indices
inteiros ndo positivos.

Figura 26 — Fase da acao pelo Aluno G - Quatérnios de Padovan.

Fonte: Acervo dos autores

Apos o célculo dos termos dessa sequéncia para o lado esquerdo,
0 Aluno E calculou a matriz inversa de (J de Padovan, estimada por
meio de recursos tecnolodgicos de livre escolha, visando favorecer a
resolucdo da atividade proposta. Dessa forma, tem-se a fase da for-
mulacao pelo Aluno E, na Figura 27, com a matriz inversa de Q mul-
tiplicada pela matriz dos quatérnios, alcancando assim a forma ma-
tricial dos quatérnios de Padovan com indices inteiros ndo positivos.
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Figura 27 - Fase da formulacao pelo Aluno E - Quatérnios de Padovan.

Fonte: Acervo dos autores

Finalizando, na situacdo-problema 4, tem-se a fase da validacao,
em que o Aluno H (ver Figura 28) utiliza o principio da inducéo finita,
demonstrando a veracidade da forma matricial dos quatérnios de Pa-
dovan com indice inteiro ndo positivo.

Figura 28 - Fase da validacdo pelo Aluno H - Quatérnios de Padovan.

Fonte: Acervo dos autores
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Neste capitulo, foi feita uma andlise e discussao das resolucdes das
situacoes-problema propostas aos estudantes do curso de Licencia-
tura em Matematica e, ainda, categorizadas de acordo com a Tabela
10. Realizou-se uma comparacio entre as fases de analise a priori e a
posteriori, com base nos dados coletados durante a experimentacao,
validando, portanto, esta pesquisa. Vale salientar que essa validacao
ocorreu de forma interna, pois foram analisadas apenas as producoes
observadas neste trabalho. A fase de institucionalizacdo da TSD tem
grande importancia durante essa validacdo, ja que nesta etapa acon-
tece a comprovacao do entendimento e construcao dos conceitos ma-
tematicos vistos em sala de aula.

Durante essa validacao, realiza-se uma comparacao entre as fases
de analise a priori e a posteriori baseada nos dados coletados durante a
experimentacao. A fase de institucionalizacao da TSD tem grande im-
portancia durante essa validacao, pois, nesta etapa, acontece a com-
provacao do entendimento e a construcdo dos conceitos matematicos
vistos em sala de aula.

No decurso das resolucdes das situacdes-problema, os obstaculos
epistemoldgicos e cognitivos foram identificados, observando-se a
dificuldade dos estudantes em formular algumas propriedades ma-
temadticas, bem como a sua validacao. Esse fato é evidenciado quando
determinado aluno diz: “— ndo sei utilizar o principio da inducao fi-
nita”. Porém, esses obstaculos foram superados com a troca de infor-
macoes entre os demais estudantes. Ressalta-se que obstaculos epis-
temologicos, segundo Rodrigues e Grubba (2012) “sdo uma espécie
de contrapensamento que podem surgir no momento da constituicao
do conhecimento ou numa fase posterior.”

No Quadro 1, observa-se ainda a institucionalizacao dos concei-
tos matematicos abordados nas atividades propostas, em torno do
processo de generalizacdo. Com isso, na primeira situacdo-proble-
ma, foi possivel realizar uma extensio da sequéncia para os numeros
inteiros nao positivos, estabelecendo a sua forma matricial, a partir
da matriz-base geradora, a fim de obter os termos da sequéncia, sem
necessitar conhecer os seus termos anteriores. Na segunda situacao-
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-problema, comparou-se a SP com outros numeros sequenciais, ob-
servando-se assim a generalizacao dos coeficientes da recorréncia de
Padovan, denominada neste trabalho de sequéncia (5,5, )- Padovan.

Quadro 1 - Categorizacao das resolucoes das situagoes-problema propostas
referentes a generalizacao.

Situacao-problema 1

Acao Obtencao dos termos inteiros ndo positivos da SP.
~ Construcao da forma matricial da extensdo da SP para os nume-
Formulacdo P ~ . o
ros inteiros nao positivos, com base em 00" =1,
R Validacdo da matriz geradora para os termos com indices inteiros
Validacao ~ I P . 2 o
ndo positivos da sequéncia por indug¢ido matematica.
Estabelecimento da forma matricial da SP negativa,
em que O =f. Logo:

Institucionalizacao 00 1 Py Py Py
parafi=|1 0 0| temse' =2,y P, P,5|n>0

01 -1 Rn—} [)—n—4 P—n—S

Situacao-problema 2
N Estabelecimento da recorréncia generalizada dos coeficientes
Acao comparando-a com a SP.
Formulacao Construcao da forma matricial da sequéncia com coeficientes
generalizados.
Validacao Validacao da matriz por meio do principio da inducao finita.
Forma matricial da sequéncia (SI,S2 )-Padovan com coeficientes
Institucionalizacao ) 010
generalizados [1 1 1] 5, 0 1] = [Bn+2 B, Bn] .
s, 0 0

Fonte: Elaborado pelos autores

Ja no Quadro 2, faz-se uma institucionalizacdo do processo de
complexificacdo dos numeros de Padovan, evidenciados nas ativi-
dades discutidas. Contudo, situacao-problema 3, a relacao bidimen-
sional da sequéncia foi obtida de forma generalizada, apenas com a
insercdo de uma unidade imagindria. Por fim, na quarta situacdo-
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-problema, com base na matriz geradora dos quatérnios de Padovan,
investigou-se a sua forma matricial generalizada, obtendo-se assim
os indices inteiros nao positivos.

Quadro 2 - Categorizacao das resolucdes das situacoes-problema propostas referen-

tes a complexificacao.

Situacao-problema 3

Acdo Obtencéo de novas propriedades variando /I, 11 .
Formulacio Determinacdo da forma bidimensional de Padovan, com a insercdo da
¢ unidade imagindria [.
Validacio Validacdo da forma generalizada bidimensional da SP, por meio do
¢ segundo principio da inducao finita.
Instituciona- Relacdo bidimensional de Padovan generalizada
lizacao (P(n,m) = P(n)P(m)+ P(n)P(m—1)i).
Situacao-problema 4
Acdo Obtencdao dos termos inteiros ndo positivos dos quatérnios de Padovan.
Formulacio Construcao da forma matricial dos quatérnios de Padovan para indices
¢ inteiros nao positivos.
Validacio Validacado da matriz geradora dos quatérnios de Padovan, para os ter-
¢ mos com indices inteiros nao positivos por inducdo matematica.
Forma matricial dos quatérnios de Padovan para indices inteiros nio
positivos, com:
O 1 0 P—n—Z Rn—l P—n—3
ﬁ = Q’" = O 0 1 = an73 Rn72 Rnf4
1 0 _1 Rn74 R;k} an75
Assim, tem-se que:
Inslt.ituci~0na- QP, QP QP o1 o7 QP, QP QP
izacdo ~
NOR QF QP =0 0 1||0R QF QP
OF opr, QP,| |1 0 —-1]|QR OP, 0P,
or,., or,. 0P,
=|OP,, OP, OP, | comn>0encl .
op, 0P, OP,,

Fonte: Elaborado pelos autores
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Ressaltam-se algumas desvantagens em coletar os dados de for-
ma on-line, tais como: compartilhamento de tela do recurso utilizado
era permitido somente por um participante de cada vez, visto que
os estudantes ndo puderam compartilhar as suas telas, de modo si-
multineo para que fossem visualizadas as suas respectivas solucoes;
ocorreu oscilacdo da conexdo de rede de alguns estudantes, em deter-
minados momentos, causando entrada e saida dos usuarios da sala
de reunides; e, atraso em analisar as solucdes dos estudantes, devido
a maneira on-line de como os dados foram coletados, necessitando ve-
rificar a resolucdo de cada usudrio de maneira remota.

Por fim, foi possivel considerar alguns pontos positivos com a
utilizacdo da ferramenta, considerada, portanto, a mais importante,
por possibilitar a continuidade da coleta de dados, ndo prejudicando
o andamento da pesquisa. Vale ainda destacar que apenas um estu-
dante ndo continuou a participar da pesquisa durante a pandemia,
informando que ndo havia computador e nem celular disponivel no
momento da aula e para utilizar o determinado recurso computacio-
nal, enviando, portanto, as suas solucdes via WhatsApp. Contudo, foi
possivel finalizar a fase de experimentacdo e validacdo, ndo havendo
prejuizo para a pesquisa.
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O FRACTAL DE NEWTON COMO
FORMA DE VISUALIZACAO
ALTERNATIVA DE SEQUENCIAS
LINEARES E RECORRENTES
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O presente estudo foi baseado no trabalho de Vieira, Alves e Catari-
no (2019a), que realizaram uma forma de visualizar as extensoes da SP,
investigando as raizes dos seus respectivos polindémios caracteristicos.

O método de Newton ¢ bastante conhecido para o cdlculo de apro-
ximacoes sucessivas dos zeros polinomiais, podendo convergir rapi-
damente, caso a iteracdo tenha inicio préximo da raiz desejada. Po-
rém, quando a iteracdo comeca longe da raiz desejada, deve-se tomar
bastante cuidado para nao se incorrer em erros nesse método (TEO-
DORO; AGUILAR, 2015).

Exemplificamos com o trabalho de Teodoro e Aguilar (2015), que
transformam o polinémio dessa sequéncia numa funcao, construin-
do assim o seu grafico. Assim, aplica-se a férmula do método de New-

_ SO
ton, f(x)=x 00

racoes para obtencao da raiz.

e decide-se o valor inicial para comecar as ite-

Os fractais apresentam grande importancia na area de investiga-
cdo matematica, podendo assumir uma infinidade de formas e difi-
ceis conclusdes para elas (BURTON, 2009). Segundo Carreira e An-
drade (1999), os fractais caracterizam-se por possuir pelo menos
uma das seguintes propriedades: a) autossemelhanca — onde um pe-
daco do fractal é similar ao restante da figura; b) complexidade infi-
nita — apresentando um numero infinito de interacdes no fractal; c)
dimenséo fractal — diferente da geometria euclidiana, nem sempre o
fractal possui a dimensdo inteira, podendo ser fraciondria.

Esses fractais podem ser classificados ainda segundo a forma
como sio gerados (ALVES, 2007): a) definidos por uma relacao de re-
corréncia em cada ponto do espaco, verificando se a sequéncia tende
ou ndo para o infinito; b) aleatorios que sio gerados por processos
estocasticos; ¢) ponto fixo de um sistema de funcoes iteradas, onde o
conjunto de fung¢odes sdo aplicados de forma sucessivas.
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A aplicacao dos fractais é realizada de acordo com a modelagem
dos objetos, comparando com a sua geometria fractal, considerando
diversos fatores de aproximacao, dependendo do seu grau de exati-
dao. Esses fractais podem ser aplicados em diversas dreas, destacan-
do a area da matematica, sendo possivel analisar algumas sequéncias
lineares e recorrentes.

Como toda sequéncia possui um polinémio caracteristico que va-
ria de acordo com a sua ordem, torna-se necessario o calculo de ob-
tencao de suas respectivas raizes. Sendo assim, uma das maneiras
de se conhecer a raiz de uma equaciao matematica de uma sequéncia
linear e recorrente pode ser através do método fractal de Newton, em
que é possivel visualizar as raizes com esse recurso computacional,
além de diagnosticar aplicacdes em diversas areas, tais como cién-
cias da natureza e fisica.

Um exemplo é o caso da SF no trabalho de Monnerot-Dumaine
(2009), em que se constroi o seu fractal e se analisam os resultados,
criando propriedades e padrdes de acordo com a figura formada. Com
a utilizacao do fractal de Newton como forma de visualizagdo alterna-
tiva de sequéncias lineares e recorrentes, podem-se analisar as suas
raizes e diagnosticar a sua aplicacdo no cotidiano, pois muitas vezes
conjecturam-se formulas e definicdes matematicas dessas sequéncias
sem que se conheca a sua real aplicacdo e visualizacao. O fractal de
Newton é, portanto, uma arte fractal que transforma as fungdes mate-
madticas numa midia, podendo ser imagens, musicas e animacoes.

Doravante, esse método é desenvolvido com o uso da ferramen-
ta do Google Colab para SP, Tridovan e Tetradovan, e seus respectivos
fractais gerados sao discutidos. Google Colab é uma ferramenta gratui-
ta hospedada pela Google, sendo executada na nuvem. Esse recurso
permite realizar simulacdes computacionais com suporte para Python
e algumas bibliotecas ja instaladas, sendo entdo salvos os arquivos no
Drive e o processo de configuracdo realizado de forma facil e rapida.

A escolha dessa ferramenta para computacdo matematica foi fun-
damentada pelo fato de esse software ser gratuito, de facil manuseio,
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além de possuir hospedagem na nuvem. Com isso, as imagens das
funcdes sdo geradas a partir desse recurso computacional. As figuras
plotadas e apresentadas adiante caracterizam-se como fractais feitos
através de uma recorréncia em cada ponto do seu espaco.

Assim, desenvolveu-se o codigo na linguagem Phyton para plotar
os fractais de acordo com o método de Newton e com a equacéao ca-
racteristica da sequéncia. Sdo apresentados nas figuras a seguir, ten-
do sido analisados de acordo com as suas bolsas e lobulos.

Para a funcio da SP (f(x) =X’ —x—1), tem-se o fractal de New-
ton gerado como mostrado na Figura 29. Assim, nota-se a existéncia
de trés lobulos, um mais central e dois mais laterais. Esses 16bulos
representam as raizes da funcéo e, tracando uma linha horizontal re-
presentando o eixo x do plano cartesiano, verifica-se que apenas um
estd nessa posicdo. Assim, visualizamos a existéncia de apenas uma
raiz real, sendo aproximadamente 1,32. Na linha vertical, eixo y, no-
ta-se a existéncia de dois lIébulos representando as raizes complexas.
A cor alaranjada na parte central de cada lébulo representa o valor
exato da raiz e as outras cores em volta dos lébulos representam a
quantidade de iteracées. Com isso, quanto mais distante do l6bulo la-
ranja, mais distante estara do valor da raiz da funcio.

Figura 29 - Fractal de Newton da SP.

Fonte: Elaborado pelos autores
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De acordo com o método de Newton realizado nessa aplicacao,
destaca-se a realizacdo de seis iteracées para encontrar as raizes. As-
sim, analisando a figura, pode-se notar que existem oito variacoes de
cores em cada lébulo, sendo estas a quantidade maxima de iteracoes
existentes até encontrar o valor da raiz que esta localizado no l6bulo
de cor laranja.

Os trés tracos apresentados na Figura 29 mostram a desconti-
nuidade da raiz, limitando para qual raiz ird tender, dependendo do
chute inicial. E importante ainda destacar que o intervalo inserido no
cédigo em Phyton para plotar o fractal de Newton foi [-10,10], buscan-
do-se assim as raizes dessa funcéo.

Uma visualizagcdo em 3D do fractal de Newton de Padovan é mos-
trada na Figura 30, destacando que as trés raizes agora sao represen-
tadas pelas montanhas. Quanto mais no topo, mais proximo estd do
valor da raiz, e quanto mais na base, mais distante do valor da raiz. A
escala ao lado da figura mostra a proximidade com as raizes. Quanto
mais voltado para a cor alaranjada, mais perto esta do valor da raiz. E
possivel navegar com o mouse em cima das montanhas, mostrando
os valores na tela.

Com isso, diante dessa perspectiva, pode-se perceber a existéncia
de trés eixos, sendo que os eixos x e y mostram os valores das itera-
coes para obter a raiz. Na Figura 30, tem-se o valorx=1,311155ey=
-0,0978474, em que o valor de y esta bem proximo de zero, nio exis-
tindo parte imagindria. Ja o valor de x é dado por aproximadamente
1,32, conhecido como numero plastico (discutido nesta pesquisa). O
eixo z representa a proximidade com o valor exato da raiz, onde se
tem o valor z = 249,975. De acordo com a escala ao lado, os valores
acima de 260 estdo mais proximos do Iébulo laranja, portanto mais
proximo do valor correto.
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Figura 30 - Fractal de Newton da SP em 3 D.

Fonte: Elaborado pelos autores

Antes de analisarmos o fractal de Newton da sequéncia de Trido-
van, faremos um breve estudo da razdo de convergéncia dessa exten-
sdo. Pode-se perceber, como mostrado na Tabela 10, que dividindo
um termo pelo seu anterior, essa nova sequéncia converge para o va-
lor 1,46. Assim, percebe-se que:

P,
lim =2 ~ 1,46

n—>0
3(n)

Tabela 10 — Andlise da convergéncia entre os termos vizinhos de Tridovan.

n| p B | n | p By
3(n) P 3(n) P
3(n) 3(n)
0 1 0 8 8 1,37
0 A 9 11 1,54
2 1 1 10 17 1,411
3 1 2 11 24 1,5
4 2 1 12 36 1,44
5 2 2 13 52 1,48
6 4 1,25 14 77 1,45
7 5 1,6 15 112 1,46

Fonte: Elaborado pelos autores
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Contudo, a equacio dessa sequéncia como vista no Teorema 16
(x*-x*-x-1=0) possui quatro raizes, duas complexas, uma real po-
sitiva e outra real negativa. Ressalta-se que a raiz real positiva possui
valor de aproximadamente 1,46, mesmo valor da razio de convergén-
cia entre os termos vizinhos dessa sequéncia.

Com isso, construindo o fractal de Newton dessa sequéncia, a par-
tir de sua funcéo (f(x)=x*-x"-x-1), tem-se, como mostrado na Figura
39, a existéncia de quatro tracos, gerados a partir da ramificacdo do
traco central encontrado no fractal de Padovan (ver Figura 31). Verifi-
ca-se ainda a presenca de quatro lébulos, tracando-se, portanto, uma
linha horizontal na imagem, constatando a existéncia de duas raizes
reais. Observamos que uma esta ao lado dos inteiros nao positivos e a
outra ao lado direito, sendo a primeira a raiz real negativa e a segun-
da, a raiz real positiva. Esta ultima representa, portanto, o valor apro-
ximado de 1,46. As demais, localizadas no eixo vertical, sdo as raizes
complexas. Percebe-se ainda uma diminuicdo do lébulo laranja e o
aumento de cores, existindo mais iteracoes até a obtencao dos valores
exatos das raizes (ALVES, VIEIRA E CATARINO, 2020).

Figura 31 - Fractal de Newton da sequéncia de Tridovan.

Fonte: Elaborado pelos autores

173



A representacdo em 3D do fractal é mostrada na Figura 32, ana-
lisando as quatro raizes representadas pelas montanhas, de modo
andlogo ao que foi feito para a SP. Contudo, é notavel destacar a
busca pela raiz real, em que se tém os valores de x = 1,46771, y =
-0,0978474 e z = 249,975. De acordo com esses valores, percebe-se
que y é aproximadamente inexistente, ndo havendo, portanto, a parte
imagindria, e z estd bem proximo da escala laranja (valor 260). Para o
valor de x, é possivel notar a sua aproximacao com o valor de conver-
géncia entre os termos vizinhos da sequéncia, dado por 1,46.

Figura 32 - Fractal de Newton da sequéncia de Tridovan 3D.

Fonte: Elaborado pelos autores

Para a construcao do fractal de Newton da sequéncia de Tetrado-
van, € analisada sua razado de convergéncia entre os termos vizinhos
dessa sequéncia. Analisando de forma similar ao que foi realizado
para os numeros de Tridovan, pode-se estabelecer a razdo de conver-
géncia entre os termos vizinhos de acordo com a Tabela 11.

174



Tabela 11 - Analise da convergéncia entre os termos vizinhos de Tridovan.

n P4(n) Py n P4(n) e
P4(n) R‘(">

0 1 0 8 10 1,6

1 0 A 9 16 15

2 1 1 10 | 24 1,5416

3 1 2 11 | 37 1,5405

4 2 15 12 | 57 1,5263

5 3 1,33 13 | 87 1,54

6 4 1,75 14 | 134 1,529

7 7 1,42 15 | 205 1,53

Fonte: Elaborado pelos autores

Portanto, pode-se estabelecer que: limM ~1,53.
n—>0 4(’1)

A equacio dessa sequéncia, como estudada no Teorema 20, pos-
sui cinco raizes, sendo quatro complexas e uma real, onde essa raiz
real apresenta o valor de aproximadamente 1,53, 0 mesmo da razao
de convergéncia entre os termos vizinhos desta sequéncia. Algumas
propriedades inerentes a esses numeros foram estudadas no traba-

lho de Vieira e Alves (2019d).

Por fim, tem-se a construcao do fractal Tetradovan, a partir de sua
funcdo (f(x)=x’-x -x*-x-1), sendo representado pela Figura 33.
Nota-se a presenca de cinco tracos, limitando a descontinuidade das
raizes. Esse fractal apresenta ainda cinco lébulos, representando as
raizes da funcdo. Analisando-as, através de um traco horizontal no
centro da imagem, verifica-se a existéncia de apenas uma raiz real,
e as demais, que estao fora desse eixo, sdo as raizes complexas. Essa
raiz real apresenta o seu valor aproximado em 1,53, podendo ser en-
contrado através da andlise da Figura 34. Nota-se ainda a diminuicdo
do l6bulo laranja.
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Figura 33 - Fractal de Newton da sequéncia de Tetradovan.

Fonte: Elaborado pelos autores

A visualizacao do fractal em uma perspectiva 3D é mostrada na
Figura 34, onde se realiza uma analise das cinco raizes representadas
pelas montanhas. Com isso, durante a busca pelo valor da raiz real,
notam-se os valores de x = 1,506849, y = -0,01956947 e z = 249,975.
Assim, percebemos a aproximacao da variavel x com o valor 1,53, vis-
to anteriormente como sendo uma solucao real e a razao de conver-
géncia entre os termos vizinhos desta sequéncia.

Figura 34 - Fractal de Newton da sequéncia de Tetradovan 3 D.

Fonte: Elaborado pelos autores

176



Inserindo as figuras dos fractais no plano cartesiano, podemos es-
timar o valor das raizes, verificando que as cores mais distantes da
cor laranja serao os valores mais distantes dos valores das raizes. Ja
os valores mais proximos do lébulo de alaranjado serdo os mais pro-
ximos de zero, ou seja, mais proximos dos valores das raizes da fun-
cdo. Esse processo de busca em grade pela raiz, l6bulos, representa o
método de Newton. Assim, as substituicdes sucessivas para encon-
trar a raiz da funcao e a utilizacdo do recurso computacional Google
Colab facilitam o calculo e a obtencao das raizes.

Diante dessa andlise, pode-se estabelecer um certo padrdo de
crescimento dos tracos. Inicialmente, existem trés tragos, um cen-
tral e dois laterais e, a partir das extensoes, esse traco central ird se
dividir, transformando-se em dois. Quando néo existe o traco central,
significa que este ja foi dividido na extensdo anterior, aparecendo no-
vamente na proxima extensio da sequéncia.

Os l6bulos representam as raizes da funcgdo, e verificamos ainda
as suas raizes reais e complexas ao tragarmos uma linha horizontal
no centro da imagem. Assim, os 16bulos localizados no eixo horizon-
tal representardo as raizes reais, e os localizados no eixo vertical, as
raizes complexas.

Trazendo os fractais de Newton da SP, Tridovan e Tetradovan para
os objetos existentes na natureza, pode-se notar semelhancas desses
com flores vistas numa perspectiva de cima para baixo, em que 0s
seus lébulos representam as pétalas e sépalas. Com isso, o fractal de
Newton da SP representa uma flor trimera, com trés pétalas e trés
sépalas; o fractal de Newton da sequéncia de Tridovan representa
uma flor tetrAmera, com quatro pétalas e quatro sépalas; e o fractal de
Newton da sequéncia de Tetradovan, uma flor pentdmera, com cinco
pétalas e cinco sépalas (SANTOS; BONILLA, 2003).

Observa-se a semelhanca com a flor geranio, variando de acordo
com as suas pétalas. Percebe-se na Figura 35 essa flor com quatro
pétalas e cantos arredondados, aproximando-se de uma elipse. E im-
portante notar ainda as alternincias de cores das flores, conforme
acontece nos lébulos das figuras discutidas anteriormente. Essa es-
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pécie pertence a um grupo de ervas de pequeno arbusto do género
Geranium e Pelargonium, conhecida também como sardinheiras. Reu-
nindo cerca de 300 espécies, essas flores sdo encontradas nas regioes
temperadas e tropicais de altitude, das quais varias sdo cultivadas
como ornamentais ou para extracao de tanino e tinturas.

Figura 35 - Flor geranio.

Fonte: Mers (2017)

Vale ressaltar que essas figuras geradas pelo Google Colab apresen-
tam uma forma de visualizacdo, podendo ainda ser vistas por um ou-
tro Angulo diferente deste mostrado no trabalho.
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CONSIDERACOES FINAIS

Seguindo as orientacdes didatico-metodoldégicas fundamentadas
no Ensino de Matematica com a ED e TSD, durante a primeira etapa
deste projeto, foram analisados preliminarmente o objeto matemati-
co através de um resgate de alguns artigos cientificos recentemente
publicados, bem como o estudo de obras especificas que trazem algu-
mas narrativas histéricas relativas a SP.

Sobre essa fundamentacao, é pertinente destacar que o desenvol-
vimento do projeto permitiu realizar uma discussio pormenorizada
de trabalhos publicados em periodicos de Matematica Pura, os quais
abordam o processo de generalizacao da SP e a sua complexificacéao,
sistematicamente negligenciada pelos livros de HM consultados, res-
saltando a auséncia do contetudo de SP.

Nesse sentido, a partir do levantamento e da andlise bibliografica,
catalogamos e organizamos um conjunto de modelos, visando reali-
zar, de forma inédita neste trabalho, a generalizacio e complexifica-
cao da SP, com foco para a matriz geradora, generalizacdo dos valores
iniciais e dos coeficientes, com a sequéncia (S;,5,,.. Sy )-Z-dovan,
algumas relagdes n-dimensionais e quatérnios. Assim, foi possivel
analisarmos o desenvolvimento matemadtico de generalizacdo e com-
plexificacao da SP.

Nessa perspectiva matematica, foram selecionados os contetidos
da forma martricial de Padovan e a sequéncia ($,,5,)-Padovan para
o processo de generalizacdo. Para a complexificacdo da sequéncia,
foram selecionados os conteudos Relacdes bidimensionais e Quatér-
nios de Padovan. Assim, fizemos uma transposicdo do assunto para
o contexto didatico-cognitivo, ressaltando o seu modelo histérico, e
permitindo uma discussao dos conceitos e das relacoes matematicas.
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A pesquisa foi entao aplicada na disciplina de HM, no curso de Li-
cenciatura em Matematica do IFCE, ap6s uma minuciosa andlise da
matriz curricular.

Entretanto, existe uma resisténcia de docentes e discentes em
relacdo ao estudo das relacdes matematicas e suas conjecturas nas
aulas de HM, visto que, muitas vezes, estudam apenas a biografia
dos matematicos e os respectivos periodos historicos em que foram
desenvolvidas as definicoes matematicas. Porém, esse estudo é con-
traditorio quanto a matriz curricular do curso de Licenciatura em Ma-
tematica, negligenciando o processo evolutivo epistemologico-mate-
madtico de novas relacdes matematicas, como apresentado em livros
dessa disciplina, nos quais nao se discutem propriedades matemati-
cas recentes (OLIVEIRA, 2018).

Durante a aplicacao das atividades propostas, alguns obstaculos
epistemolégicos foram diagnosticados em relacdo a formulacao das
propriedades matematicas e o seu processo de validacdo. Esse, por-
tanto, foram superados por meio de interacoes entre os demais estu-
dantes participantes da pesquisa.

As construcées matemadticas, vistas de forma inéditas neste tra-
balho, permitiram superar alguns obstaculos epistemolégicos, crian-
do conceitos matematicos até entdo desconhecidos para a sequéncia
estudada. Com isso, observa-se o surgimento da generalizacao da
ordem da sequéncia, dos seus valores iniciais e dos coeficientes da
férmula de recorréncia.

A ED, em associacdo com a TSD, serviu como um aporte tedrico
para nortear os percursos metodologicos desta pesquisa, contribuin-
do para a drea de enisno e para a area de matematica, compreenden-
do a SP e o seu processo de generalizacao e complexificacdo. Vale
ressaltar que a generalizacdo da sequéncia foi dada em torno da sua
ordem de extensdo, obtendo-se a construcao da sua forma matricial,
polinémio caracteristico, funcao geradora e férmula de Binet. Os coe-
ficientes da recorréncia finalizam o processo de generalizacéao, esta-
belecendo a sua matriz geradora, formula de Binet, funcao geradora e
polinémio caracteristico.
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O processo de complexificacdo se iniciou com a inser¢ao de unida-
des imagindrias, destacando-se assim as relacoes recorrentes bi, tri e
n-dimensionais, e seguiu com os quatérnios.

Diante da microengenharia didatica e transposicdo diddtica, é
importante destacar que a sequéncia foi estudada criando situacoes
de ensino com base na TSD, e analisada e discutida por meio de si-
tuacoes-problema de conteudos selecionados previamente, visando
compreender o processo histérico-evolutivo da SP.

Destaca-se ainda a contribuicdo do arquiteto Richard Padovan
para este trabalho, uma vez que foi o criador da sequéncia objeto de
estudo desta pesquisa. Diante disso, pode-se verificar que a ideia da
SP aplicada a arquitetura proporcionou um desdobramento e reper-
cussao na drea matematica e em outros campos, tais como na area de
ensino. E importante ressaltar ainda que, por ndo ser um matematico,
Padovan ndo pdde colaborar mais para o desenvolvimento deste pro-
jeto, conforme conversa via e-mail com o proprio autor, que se encon-
tra vivo até a presente data.

A utilizacdo do recurso computacional permitiu facilitar a busca
pelas raizes dos polindmios caracteristicos, assim como a sua visua-
lizacdo em 3D por meio do fractal de Newton, através da ferramenta
do Google Colab. Foi possivel ainda aproximar esta sequéncia com ob-
jetos existentes na natureza, por meio desta técnica de visualizacéo,
facilitando assim o processo de ensino deste conteudo. Para traba-
lhos futuros, pode-se aprofundar as pesquisas em torno dos fractais
de Newton como forma de visualizacdo da SP, bem como a aplicacio
desta sequéncia em outras areas.

E importante ressaltar que ocorreram algumas limitacdes durante
a pesquisa, destacando-se o fato de que nem todos os alunos conse-
guiram resolver todas as situacoes-problema propostas. Porém, com
o auxilio dos outros sujeitos participantes, foi possivel discutir essas
atividades, havendo um entendimento e compreensao dos membros
que ndo haviam conseguido resolvé-las, dando continuidade ao pro-
cesso. De fato, é consideravel ainda apresentar algumas dificuldades
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oriundas da aplicacdo remota, pois alguns alunos ndao puderam par-
ticipar das aulas devido a perda de conexao, revisando o contetido na
aula posterior.

Por fim, a pesquisa possibilitou aos estudantes, professores em
formacao inicial, ampliar os seus conhecimentos matematicos na
area de sequéncias lineares e recorrentes, mais especificamente na
SP, através de relacdes matemadticas estudadas com carater de ine-
ditismo. Contudo, espera-se que esse livro sirva como suporte para
outros trabalhos que buscam explorar matematicamente assuntos
ndo triviais, com aporte na TSD, e que ndo sdo estudados em curso
de formacao inicial de professores de matemadtica. Ressalta-se ainda
aplicar outras propriedades inerentes aos numeros de Padovan, com
base nos trabalhos de Vieira e Alves (2019b; 2019c), desenvolvendo-
-se ainda outras situacoes de ensino.
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